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1. Zur Quantentheorie des Paramägnetismus; 
von Fritz Reiche, 
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Der Fall zweier gleicher Wurzeln. ‘Der Fall v= 0. — §7. Behandlung 
des Problems nach Plancks Strukturtheorie des Phasenraumes. — 
#8. Der Mittelwert der Energie in einer Phasenzelle. — § 9. Die Ver- 

Swilungsfunktion. — $10. Der Mittelwert der potentiellen Energie in 
miner Phasenzelle. — $ 11. Die Suszeptibilität. — $12. Diskussion des 
memesultates. — $ 13. Vergleich mit experimentellen Messungen. 


Einleitung. 

Die kinetische Theorie des Paramagnetismus ist zuerst 
Bon Langevin*) aufgestellt worden. Auf Grund der Ver- 
Milungsgesetze der klassischen Statistik gelangte er zu dem 
Bürieschen Gesetze, das die Suszeptibilität x pro Mol mit 
Mer absoluten Temperatur T durch die Beziehung 


.%. T = const. 


verknüpft. Bei hohen Temperaturen wurde diese Beziehung 
un allgemeinen bestätigt gefunden. Dagegen zeigten die im 
Leidener Kältelaboratorium angestellten Versuche von Kamer- 
mngh Onnes und Oosterhuis*), daß das Gesetz bei 
Bieten Temperaturen versagte, wie alle auf Grund der klas- 
Statistik abgeleiteten Gesetze; Beim Übergang zu 
Mimer tieferen Temperaturen steigt die Kurve, die als 
Funktion von T darstellt, nicht unbegrenzt an, sondern: biegt 
Gm, um sich bei Annäherung an den absoluten Nullpunkt 


— 


1) P. Langevin, Atin. Chim. Phys. (8) 5. p. 70. 1906. 
2) H. Kamerlingh Onnes u. E. Oosterhuis, Leiden. Comm. 
Nr. 129. 1912 und 132. 1913. 
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einem konstanten Werte zu nähern. Dieses Verhalten hat 
seinen Grund darin, daB duch hier, wie z. B. auf dem Ge- 
biete der Atomwärmen, sich bei tiefen Temperaturen das 
Eingreifen der Quantentheorie bemerkbar macht. Es tauchte 
daher das Problem auf, die kinetische Theorie des Paramagne- 
tismus auf die Basis der Quantenhypothese zu stellen. 

Dieses Problem ist in der Literatur bereits mehrfach be- 
handelt worden. Den nächstliegenden Weg versuchten Ooster- 
huis!) und Keesom?) zu gehen; sie ersetzten einfach in der 
Formel des Langevinschen Gesetzes 


N m: [N = Avogadrosche Zahl 
magnetisches Moment eines Dipols 
k = Boltzmannsche Konstante 


den Ausdruck kT für die mittlere Energie eines Freiheits- 


grades nach der klassischen Statistik durch den entsprechenden ° 


quantentheoretischen Ausdruck für die mittlere Rotationsenergie. 

In ähnlicher Weise rechnet auch R. Gans?) in seiner 
letzten Arbeit über Paramagnetismus, deren Hauptleistung in 
der Berücksichtigung des molekularen Feldes besteht, d. h. 
der Wechselwirkung der magnetischen Dipole. 

Eine befriedigendere Theorie des Paramagnetismus auf 
Grund der Quantentheorie ist in einer jüngst erschienenen 
Abhandlung von J. v. Weyssenhoff*) enthalten. Weyssen- 
hoff berechnet zuerst nach der Planckschen Hypothese 
der Wirkungsquanten (der zweiten Planckschen Quanten- 
hypothese) streng die quantentheoretisch ausgezeichneten Zu- 
stände eines rotationsfähigen magnetischen Dipols im Magnet- 
felde; durch Anwendung der quantenhaft verallgemeinerten 
kanonischen Verteilung wird dann die mittlere potentielle 
Energie eines Dipols und daraus das mittlere magnetische 
Moment aller Dipole abgeleitet, das bei nicht allzu hohen 
Werten des Magnetfeldes der magnetischen Feldstärke pro- 
portional wird. Der Proportionalitätsfaktor ist dann bekannt- 
lich die Suszeptibilität y. Die so gefundene Abhängigkeit 
des x von T steht in guter Übereinstimmung mit den Er- 
gebnissen der Messung. 


1) E. Oosterhuis, Physik. Zeitschr. 14. p. 862. 1913. 
2) W. H. Keesom, Physik. Zeitschr. 15. p. 8. 1914. 

3) R. Gans, Ann. d. Phys. 50. p. 163. 1916. 

4) J. v. Weyssenhoff, Ann. d, Phys. 51. p. 285. 1916. 
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Dennoch kann auch diese Theorie, vom heutigen Stand- 
punkte aus betrachtet, nicht voll befriedigen. Weyssenhoff 
hat nämlich magnetische Dipole mit festen Drehungsachsen, 
d. h. mit einem Freiheitsgrad annehmen müssen, da zur Zeit 
der Abfassung seiner Abhandlung eine Quantenhypothese für 
mehrere Freiheitsgrade noch nicht existierte. Da wir jedoch 
heute dank den Arbeiten von Planck‘, Sommerfeld?), 
Epstein®) und Schwarzschild‘) eine Quantenhypothese für 
mehrere Freiheitsgrade besitzen, so liegt es nahe, die Rech- 
nungen Weyssenhoffs in dem Sinne zu vervollständigen, 
daß man magnetische Dipole mit freien Drehungsachsen, also 
mit zwei Freiheitsgraden, der Bearbeitung zugrunde legt. 

Diese Rechnungen sind im folgenden ausgeführt. Dabei 
habe ich einstweilen der Einfachheit halber von der Berück- 
siehtigung der Wechselwirkung der Dipole abgesehen. In 
dieser Richtung ist daher die nachstehende Theorie verbesse- 
rungsbedürftig. : 


$1. Die Jacobi-Hamiltonsche Differentialgleichung 
des Problems. 


Das Problem, das wir zuerst lésen miissen, lautet so: 
Gegeben ist ein kleiner linearer magnetischer Dipol mit dem 
magnetischen Moment m, der sich in einem homogenen Magnet- 
felde von der Stärke § befindet. Der Dipol ist in seinem 
Schwerpunkte befestigt und, außer um seine Längsachse, frei 
drehbar. Gesucht sind die quantentheoretisch ausgezeichneten 
Dipolbewegungen. Diese sind nach Plancks erster Quanten- 
hypothese die allein möglichen Zustände des Dipols; nach 
der zweiten Quantenhypothese dagegen bilden sie nur die 
Grenzen, die zwei benachbarte Zustandsgebiete von in sich 
konstanter aber verschiedener Wahrscheinlichkeit trennen. In | 
der Aufstellung der Quantenbedingungen schließen wir uns 
hier an Sommerfeld und Epstein an und gehen demgemäß 


von der Jacobi- Hamiltonschen Differentialgleichung unseres 
Problems aus. 


1) M. Planck, Verh, d. D. Phys. Ges. 17. p. 407, 438. 1915; Ann. 
d. Phys. 50.- p. 385. 1916. 

2) A. Sommerfeld, Ann. d. Phys. 51. p. 1, 125. 1916. 

3) P. S. Epstein, Ann. d. Phys. 50. p. 489. 1916; 51. p. 168. 1916, 

4) K. Schwarzschild, Berl, Akad. Ber. p. 548. 1916, 
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Das Trägheitsmoment des Dipols sei J. Die Lage des 
Dipols sei charakterisiert durch den Polarwinkel # des Dipols 
mit der z-Achse und dureh das Azimut 9, d.h. den Winkel, 
den die Projektion der Dipolachse auf die z-y-Ebene mit der 
x-Achse bildet: Das homogene Magnetfeld H sei der 2-Achse 
parallel. Dann ist bekanntlich die kinetische Energie des 
Dipols 
J 
(1) L= + sin? 9), 


seine potentielle Energie 
(2) U=m —-cosd). 


Aus (1) folgt für die den Winkeln # und 9 entsprechenden 
Impulse 


Führt man py und pg statt $ und @ in L ein und bildet die 
Gesamtenergie, so 


(4) W=l+U=2% + — 09). 


W ist die a Um aus (4) die Jacobi-Hamil- 
tonsche Differentialgleichung zu bilden, hat man bekanntlich 
zu setzen 

as. as 
(5) Po= 75 Fe? 
wo S die ,,charakteristisehe Funktion‘ bezeichnet. Dann folgt 
sofort 


(6) (35) + wry (Fe 2) (1 — od) 2IW. 


Dies ist die Jacobi-Hamiltonsche Differentialgleichung 
unseres Problems. Sie läßt sich nach der Methode der Sepa- 
ration der Variablen leicht durch den folgenden Ansatz inte- 
grieren: 


(7) S= 6.9 +5,(9), 


wo ß eine Konstante, S, eine Funktion von # allein ist. Aus 
(5) und (7) folgt zuerst: 


(8) p, = = const. 
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Dies ist der Flächensatz in der x-y-Ebene, ß also die Flächen- 
konstante. Weiterhim folgt aus (6) und (7): 


0) = = — (1 — cos. 9) — 


sin?!" 
So ergibt sich als Lösung der Jacobi-Hamiltonschen Diffe- 
rentialgleichung: 


(10) #)— 


mit zwei nicht additiven Integrationskonstanten 6 und W. 
Die Gleichungen (8) und (9) sind die durch einmalige Inte- 
gration der Bewegungsgleichungen gewonnenen Zwischeninte- 
grale. Die definitiven, durch zweimalige Integration der Be- 
wegungsgleichungen gelieferten Integrale erhält man bekannt- 
lieh folgendermaßen: 

os =ft— ty» 


wo y und ¢ neue Konstanten sind. Das gibt: 
dd 


sin’ 9 / 2 W $i. 


= 7's 
sin? 


(13) 


Die Gleichung (12) gibt die Bahn des Dipols, die Gleichung (13) 
liefert den zeitlichen Ablauf der Bewegung. 

Wir brauchen — und das ist das Charakteristische dieser 
Methode — für das Folgende den räumlichen .und zeitlichen 
Ablauf der Bewegung nicht näher zu kennen, sondern können 
sofort die Quantenbedingungen aufstellen. 


§ 2. Die Quantenbedingungen. 
Die Quantenbedingungen lauten nach Sommerfeld:!) 


= mA, 


22 
mk, 


1) A. Sommerfeld, |. c. 
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406 F. Reiche. 
wo n, und n, ganze Zahlen sind und h die Plancksche Kon- 
stante bedeutet. Die Integrationsgrenzen der Phasenintegrale 
sind dabei so zu wählen, daß jede der beiden Koordinaten 
% und ¢ den vollen Wertbereich durchläuft, den sie zur ein- 
deutigen Bezeichnung aller Phasen des Systems zu durch- 
laufen hat. Daher ist in (15) nach @ von 0 bis 2 x integriert, 
In (14) ist die nach der obigen Regel auszuführende Integration 
nach # durch den Kreis am Integral angedeutet. Sie erstreckt 
sich von dem kleinsten Werte Fin bis zum größten Pmax und 
zurück. Dabei sind, wie bekannt, mia und Imax diejenigen 
zwischen 0 und % liegenden Werte von %, für die $ = 0 ist, 
für die also der Radikand in (9) verschwindet. Setzen wir 
abkürzend 


und führen die neue Variable 
(17) cos # = x 


ein, so schreibt sich bei Umkehrung des Vorzeichens und der 
Integrationsrichtung die Quantenbedingung (14) wie folgt: 


(18) -V2IW =n, h. 


Die Integration ist hier zu erstrecken von x = 2, bis = 2_(>42) 
und zurück, wenn 2, und z, die zwischen —1 und +1 ge 
legenen Nullstellen des Radikanden bezeichnen. Dabei ist das 
Vorzeichen der Wurzel beim Hinweg positiv, beim Rückweg 
negativ zu nehmen. Wir werden in $ 5, wo wir diese Frage 
genauer untersuchen, sehen, daß der Radikand in unserem 
Falle drei reelle, im allgemeinen voneinander verschiedene 
Nullstellen besitzt, von denen zwei, x = z, und z = 2, zwischen 
—1 und +1 liegen, während die dritte = x, im Negativen 
jenseits von —1 liegt. Diese letzte Nullstelle rückt für $ = 0, 
d.h. @a=0 ins negativ Unendliche. Die drei Nullstellen sind 
Verzweigungsstellen der Wurzel in (18); zu ihnen tritt als 
vierte Verzweigungsstelle der Punkt x = oo hinzu. 

Wir werden in Anlehnung an Sommerfeld!) die Inte 
gration in der komplexen z-Ebene ausführen. Der Integrations- 
weg ist dann ein positiver Umlauf um den. Verzweigungsschnitt 


1) Vgl. A. Sommerfeld, Physik. Zeitschr. 17. p. 491. 1916. 
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Fläche unserer Quadratwurzel. Das Integral in (18) wird 
daher ein vollständiges elliptisches Integral. 


§ 8. Die Ausführung der Phasenintegrale. 
Das Phasenintegral (15) läßt sich sofort ausführen, da 
py = ß nach (8) konstant ist. Es liefert: 


(19) po =2nß=nh. 


Es ist hier zu beachten, daß B, und damit n,, positive und 
negative Werte annehmen kann, je nach der Richtung, in 
der die Dipolachse das Magnetfeld umläuft. Da hier durch 
das Vorhandensein des Magnetfeldes eine Vorzugsrichtung 
festgelegt ist, so sind die beiden Quantenzustände, die einem 
positiven und einem negativen Wert von ß mit gleichem ab- 
soluten Betrage entsprechen, als verschiedene Zustände zu 
bewerten. Dies ist für das Folgende von Bedeutung. Über 
die Werte, die n, annehmen kann, werden wir sogleich Näheres 
erfahren. 

Das Phasenintegral (18), das wir abkürzend mit P be- 
zeichnen, brauchen wir nicht in Strenge zu berechnen. Viel- 
mehr genügt es für alle Fälle der Praxis, die Berechnung in 
der Weise auszuführen, daß wir die Wurzel nach . Potenzen 
von a entwickeln und bei Gliedern der Ordnung a abbrechen. 
Es kommt dies, wie wir sehen werden, darauf hinaus, daß 


(20) 


eine Beziehung, die für nicht allzu starke Magnetfelder er- 
füllt ist. Es wird dann 


Be 


1-x 
Der Integrationsweg in der komplexen x-Ebene umläuft die 
beiden Verzweigungspunkte x, und x, der unverkürzten Wurzel 
in positivem Sinne. Die beiden Verzweigungsstellen x,’ und 2,’ 
der verkürzten Wurzel Y2JW(1 — x?) — ß? sind von z, und 2, 
etwas verschieden. Wir nehmen den Integrationsumlauf so, 
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daß auch x,’ und x,’ mitumfaßt werden. Dann ist der Inte- 
grationsweg in P, und P, ein Umlauf um die Verzweigungs- 
stellen der verkürzten Wurzel. 

Wir deformieren jetzt unseren Integrationsweg zu einem 
Umlauf um die singulären Stellen des Integranden. Dies ge- 
schieht im einzelnen folgendermaßen. Wir setzen abkürzend 


(22) 1— 


und behandeln zuerst P,, das sich folgendermaßen schreiben 
läßt: 


(23) P, = $; Vei-#- 


Die Verzweigungsstellen der Wurzel sind 2—= + e (vgl. Fig. 1). 


Die Pole des Integranden, die der deformierte Integrations- , 


weg im negativen Sinne umläuft, sind die Stellen = +1 
und «=o. Zwischen —g und +¢ führen wir den Ver- 


zweigungsschnitt und unterscheiden ein positives und ein 
negatives Ufer. Da man vom positiven Ufer nach den Punkten 
+1 und oo durch einen positiven Halbumlauf um den Ver- 
zweigungspunkt +o gelangt, so hat die Wurzel in der Um- 
gebung der Stellen +1 und 00 positiv imagindre Werte, da 
der positive Halbumlauf den Faktor 


=+7 
mit sich bringt. Analog hat die Wurzel in der Umgebung 
von (—1) negativ imaginäre Werte. Es wird dann: 
(24) P Ru), 


wo R41, R„ı und Re die Residuen an den Stellen +1, — 1, 
sind, Das Residuum bei +1 ist 


—) 


z=+l1 2 


| 
( 
| Fig. 1. 
4 
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oder nach der obigen Festsetzung über das Vorzeichen der 
Wurzel 


(25) 


2 v2JW 


Analog ist das Residuum bei (—1): 


1-z 


Um das Residuum bei oo zu finden, setzt man 
1 


—; 
dann wird der Integrand 


‚Leer 


Daher ist nach der Festsetzung über das Wurzelvorzeichen 
(27) Ro = +i. 
Aus (24), (25), (26) und (27) folgt: 
(28) P,=2n(y27W -|ß)). 
Die Berechnung von P, verläuft ähnlich. Zunächst ist 

1 dxz(1-x) 
2 = = 
(20) F, 
Hier haben wir nur den Pol z= oo, der im negativen Sinne 
umlaufen wird. Das Residuum dort ist (+); daher folgt 

2n 

Aus (21), (28) und (30) ergibt sich 


1) Pa 2x - 


Die erste Quantenbedingung lautet also 


(32) 


Um zu erkennen, was für Werte n, annehmen kann, gehen 
wir zum Grenzfall eines verschwindend kleinen Magnetfeldes 
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über. In diesem Falle sind die Grenzwinkel 9m = # und 
— nach (9) gegeben durch 


(38) 0 


Aus (19) und (82) folgt aber dann: 


im. 
(34) sin = 
Daher nach (88) und (84): 

(35) nm =0 


n, ist also stets positiv oder Null, n, dagegen kann positiv, 
Null oder negativ sein. Dieses Ergebnis ändert sich nicht, 
wenn man das auf der linken Seite von (82) stehende, mit 
a multiplizierte, kleine Korrektionsglied mitberücksichtigt. 


§ 4. Der Wert der Energie in erster Näherung. 

Um den Wert der Energie W in erster Näherung (d. h. 
bis auf Glieder der Ordnung a) zu berechnen, bestimmen 
wir zuerst den Wert von W für a=0. Aus (82) ar unter 
Benutzung von (19) 


(36) h, 
also 

(m + |)? 
(37) ¢ 


ein bekanntes Resultat. Fir positive und negative Werte 
der Zahl n, von gleichem absolutem Betrage hat, wie natür- 
lich, W„.o denselben Wert. Den Wert von W in erster Nähe- 
rung findet man dann, indem man den Wert (86) in das mit 
a multiplizierte Glied in (82) einsetzt; dann folgt: 


un us: 


Auch in dieser ersten Näherung haben also zwei Bewegungen 
in entgegengesetzter Richtung um das Magnetfeld, mit gleichem 
absolutem Betrage des äquatorialen Impulsmomentes f die- 
selbe Energie. 
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Wenn n, und n, beide gleich Null sind, so verliert die 
Formel (89) ihre Güdtigkeit. Es folgt dann, wie wir sehen 
werden, daß ,=2,=+1 und damit W=0 wird. Es ist also 


(40) „0=0. 
n=0 
85. Zwischenbetrachtung. 
Die Wurzeln des kritischen Badikanden. 


Der kritische Radikand, dessen Wurzeln das Integrations- 
gebiet des ersten Phasenintegrals bestimmen, ist nach (18): 


(41) F(z) =2JW(1—2%) —2a(1—2) (1—2%) — P. 
Wir setzen 


(42) FO #_1=u; Fern. 
Dann wird 
(43) . 


Es wird daher 
| G(— 
G(--1)= G(+ 
| G(+ _ 
Daraus folgt, daß zwischen (—1) und (— co) eine Wurzel von 
G(x) und damit auch von F (x) liegi. Es ist dies 2g. Aus (4) 
und (48) folgt, daß 


(45) G(z) = 


(44) 


sin? > 
Aus der physikalischen Bedeutung der rechtsstehenden Größen 
ergibt sich, daß G(x) zwischen = —1 und z= +1 nicht 
nur negative Werte haben kann. Da nunG (—1) und G (+1) 
nach (44) im allgemeinen negativ sind (wenn v von Null ver- 
schieden ist), so müssen zwischen (—1) und (+1) noch zwei 
Wurzeln von G(x) liegen. Dies sind z, und a Der Verlauf 
von G(x) ist also etwa der aus Fig. 2 ersichtliche. 
Wir gehen noch etwas näher auf die Lage des Maximums 
und Minimums vonG (x) ein. Aus (48) folgt: 
| (x)= 1—2eu—82', 
G" (2) =—2u—6e2. 


Daraus ergibt sich das Resultat: Es liegt bei 


(46) 
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= 4 (Yu? +38 — u) das Maximum von G(z), 


(47) Im 


Zain = — 4 (Yu? +8+ u) das Minimum von G(z), 


G(x) 


Fig. 2. 
Das Maximum liegt also zwischen Null und +1, das Minimum 
zwischen (—0oo) und (—}). Ferner ergibt sich: 
G (2max) = — + x(u), 
(48) wo 


Aus (45) und der physikalischen Bedeutung der rechts dort 
stehenden Größen folgt: Es muß sein 
(49) 0, 
also nach (48): 
(50) 
Aus 

x(—1)=0 
und 

(wy) = 9+ + 3— >0 

folgt, daB stets 
(51) 
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Ist daher « = —1, also W = 0, und daher x (u) = 0, so muß 
v=0 sein. Analog findet man für die Stelle des Minimums 
G (min) =—v + 
(52) wo 
vW=zu- — + w+3. 
Da, wie man leicht DR das Maximum von y(w) an. der 
Stelle w= +1 liegt und den Wert Null hat, so ist allgemein 
(53) 
und daher 
(54) G (tmin) 20. 
$ 6. Fortsetzung der Zwischenbetrachtung. Spezialfälle. 
Der Fall zweier gleicher Wurzeln; der Fall v = 0. 


Unter bestimmten Bedingungen fallen zwei Wurzeln zu- 
sammen. Dabei sind folgende beiden Fälle möglich: 


I. = 


In diesem Falle liegen die beiden gleichen Wurzeln 2, = 2; 
an der Stelle des Minimums vonG (x). Es ist also: 


Da hier aber G (min) = 0 ist, so folgt aus (52) und (58) 
(56) ve Sod. 


Hier ist nur das Gleichheitszeichen möglich, da v stets = 0 ist. 
Nun ist aber y(u) = 0 nur fir «= +1. Daher ist erstens 


(57) v=0 
und zweitens 
2, =2,=-—1, 


| 


Die Lage der Wurzeln ist aus Fig. 9 ersichtlich. 
Il. 2, =2. 


In diesem Falle liegen die beiden gleichen Wurzeln 2, = 2, 
an der Stelle des Maximums von G (z). Es ist also 


(55) 
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Fig. 3. 
Da hier G (aux) = 0 ist, so folgt aus (48) und (51): 
(60) v=,W>0. 
Ist auch noch v= 0, so ist y(u)=0, also u= —1, d.h. 


W=0. In diesem Falle werden „== +1, u, = —1. 
Es ist dies der am Ende von $ 4 genannte Spezialfalln, = n, = 0. 
Denn n, = 0 tritt ein, wenn der Integrationsbereich des ersten 
Phasenintegrals sich auf Null zusammenzieht, wenn also x, = 2 
wird; n, = 0 bedeutet nach (19) # = 0, d. h. nach (42) v = 0. 
Somit ist Gleichung (40) erwiesen. 


Spezialfall B = 0. 


Wenn 8 = 0, so ist v = 0 und daher 

(61) G (2) = 

In diesem Falle liegen die drei Wurzeln bei (+1), (—1) und 
(—u). Es sind also drei Fälle zu unterscheiden: 


Dann sind 
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dann sind: 


(63) 


a 


dann sind 

(64) %=%=—-1; y= +1. 

Ein Zusammenrücken von x, und x, kann, wie man sieht, 
nur im Unterfall 2) eintreten. Dann muß u= —1, d.h. 


W=0 sein. Der Unterfall 8) deckt sich mit dem in diesem 
Paragraphen behandelten Fall I. 


8 7. Behandlung des Problems 
nach Plancks Strukturtheorie des Phasenraumes.') 

Es seien die Hyperflichen g und g’ die beiden unserem 
Problem entsprechenden Scharen von Grenzflächen im Phasen- 
raum, die dem Phasenraum die Zellstruktur verleihen. Dann 
ist das Element des Phasenraumes 


gtdg g’+dg’ 
(65) 

9 
Man führe die Integration nach g (von Null bis 27) aus, und 
führe neben # die Variable W statt p, ein. Schreibt man 
noch ß an Stelle von pg, so wird 

dt 
dG=2ndß-dW|öW, 


ope 
oder nach (4): 


dd 
dG=2nd 
ß 20(1 - 
wo die Integration nach 9 von Pm nach Pmax und zurück zu 
erstreeken ist. Endlich kann man schreiben: 


1) M. Planck, l. c. 
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oder: 


(66) dG =d(2xf)- a| 
Es liegt daher nahe, zu setzen: 


g= — cos P, 


(67) sin? 
g =2n8. 

Dann wird 

(68) dG=dg.dg. 


Daß dies die richtige Zerlegung des Phasenelementes ist, er- 
kennt man, wie folgt. Zunächst suche man die singulären 
Grenzflächen des Phasenraumes. Diese ergeben sich aus den 
Bedingungen 2, = 2, einerseits, entsprechend einer Rotation 
des Dipols längs eines Kreiskegels % = const., andererseits 
aus = 0, entsprechend einer Bewegung des Dipols in einer 
Ebene 9 = const. Für die erste Bewegung ist g = 0, für die 
zweite g’=(, wie es sein muß. Wir beschränken jetzt die 
Bewegungsfreiheiten und setzen 


lL =0,dh.B=®. 


Dann haben wir ein System von einem Freiheitsgrad vor uns, 
und die Energie W ist daher die einzige, den Zustand charak- 


terisierende Größe. Es wird also das Element des Phasen- 
raumes: 


W+aw 
8 pe 
dd 
-Jawg 
V2JW-2a(l — cos 9) 


oder: 
(69) dg=d| VEIW — 


Die Integration nach # ist dabei wieder von Ping nach max 
und zurück zu erstrecken. Die aus (69) folgende Gleichung 


(70) 9= ad V2IW- 2a (l— co 8) 
ist mit (67) identisch, wenn man dort 8 = 0 setzt. 


a 
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Aus den Betrachtungen des $ 6 erkennt man, daß bei 
der Durchführung des vorliegenden Spezialfalles drei Fälle 
zu unterscheiden sind, je nachdem u 31. Ist 


so sind die Grenzen des Integrals (70) (entsprechend x, = —1 
und +1) Pun =0 und Die Bewegung des 
Dipols ist in diesem Falle, wie man leicht erkennt, die eines 
dauernd in derselben Richtung herumschwingenden Pendels. 


2. u<1, dh <2. 


Dann sind die Grenzen des Integrals (70) (entsprechend z, = — u, 
%= +1) Pum = 0 und Amex = arccos (—u). Die Bewegung 
des Dipols ist in diesem Falle die des periodisch hin und her 
schwingenden Pendels. 


3. dh 


Dann sind die Grenzen des Integrals (70) (entsprechend x, = —1, 
t= +1) = 0, Fmax=2%. Die Bewegung des Dipols ist 
aperiodisch; ausgehend von der Lage #=0 würde er die 
äußerste Lage # = erst nach unendlich langer Zeit mit un- 
endlich kleiner Geschwindigkeit erreichen und dort im?labilen 
Gleichgewichte liegen bleiben., , . 


U g=0, dh Pain = az - 
In diesem Falle ist also 9 = const., der Dipol bewegt “sich 
auf einem Kreiskegel um die Richtung des Magnetfeldes 
(Präzession). Hier wird 
W = + — cos 9), 
und daher das Element des Phasenraumes 


W+dW B+raß 


m) ag= [fdp,dg= [[apay =2naß, 
Ww B 


in Ubereinstimmung mit (67). Die durch (67) und (68) ge- 
gebene Einteilung des Phasenraumes erfüllt also alle erforder- 
liehen Bedingungen. Die quantentheoretisch TE 
Grenzflächen sind daher 
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(72) 
in Ubereinstimmung mit (18) und 
(73) 


in Übereinstimmung mit (9). 


$ 8. Der Mittelwert der Energie in einer Phasenzelle. 


Unser nächstes Ziel ist die Ermittlung der Verteilungs- 
funktion, d. h. desjenigen statistischen Gesetzes, das die Ver- 
teilung der Dipole auf die verschiedenen Zellen des Phasen- 
raumes regelt. Wir stellen uns dabei auf den Boden der zweiten 
Planekschen Theorie, nach der nicht nur die quanten- 
theoretisch ausgewählten Zustände, sondern alle Zustände im 
Phasenraume möglich sind. Die Grenzflächenscharen g und g 


trennen nach dieser Auffassung Gebiete verschiedener Zu- | 


standswahrscheinlichkeit; innerhalb einer Phasenzelle dagegen 
ist die Wahrscheinlichkeit konstant. 

Um die Verteilungsfunktion in diesem Falle aufzustellen, 
braucht man bekanntlich!) den Mittelwert der Energie in 
einer beliebigen Phasenzelle. 

Wir betrachten die Phasenzelle, die von den Grenzflächen 
g = nh, g = (n, + 1) heinerseits, von g’ = ng h, g’ =(ng+1)h 
andererseits begrenzt wird, und nennen sie abkiirzend die 
Phasenzelle : 


1 
Dabei wollen wir erst einmal n, positiv annehmen und die 
Zelle eine positive Phasenzelle nennen. Dann ist der gesuchte 
Mittelwert von W in der genannten positiven Zelle 


(m+1)h (m+l)h 
+1 J dg’ (my+1)h (m+l)h 


(m 


S f dgag mh mh 
neh 
Nach (67) und (31) ist nun 
yi 
(75) 
g=2nß, 


1) Vgl. M. Planck, 1. c, 
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el 
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woraus sich, bis zu Gliedern erster Ordnung in a, 
(16) 


ergibt. Da in der positiven Phasenzelle 20, da.h. g 20, 
so kann man auch schreiben 


Setzt man diesen Wert in (74) ein, so folgt 


(178) tan = + ty + 


n 


Jeder positiven Zelle entspricht in der g= g’-Ebene (vgl. 
Fig. 4) eine zur g-Achse symmetrisch liegende negative Zelle, 


9’(n,) 


Fig. 4. 


die wir die „entsprechende negative Zelle‘ nennen. Der posi- 
tiven Zelle 


N, ny +1 


entspricht die negative Zelle 


( ny : m +1 
— 1 m, 
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bei der jetzt n»<0. In diesem Falle ist g’ <0 und daher 
nach (76) 
2 
(76) + 7 
Also 
md 


dg 
(77b) mh (m-1)h 


Die Resultate in (77a) und (77b) kénnen wir so zusammen- 
fassen: In der positiven Zelle 


i) 

+1 

und der entsprechenden negativen hat W denselben Mittel- 
wert, und zwar 


Betreffs der beiden Phasenzellen, die in der g = g’-Ebene 
am Nullpunkte liegen, also der Phasenzelle 


und der entsprechenden negativen, ist eine besondere Be- 
merkung anzufügen. In einem Teile dieser beiden Zellen 
verliert nämlich die Näherungsformel (76) ihre Gültigkeit, 
da sie ihrer Entwicklung entsprechend nur gilt, solange 


(79) 


Nach (20) ist aber 22 V2a <h; wenn man also a hinreichend 
klein wählt, so sind die Teilgebiete der beiden Zellen, in denen 
(76) ihre Gültigkeit verliert, nur kleine Teile der ganzen 
Zellen. Man kann dann leicht zeigen, daß man nur 
einen Fehler höherer Ordnung (a?) begeht, wenn man die 
Formel (76) bei der Integration über die ganze Zelle als 
richtig annimmt. 
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8 9. Die Verteilungsfunktion. 

Dem Vorgange von Planck!) gemäß setzen wir die Ver- 
teilungsfunktion in der durch die Quantentheorie geforderten 
verallgemeinerten kanonischen Form an, wie folgt: Es ist 
die Wahrscheinlichkeit w,,,, dafür, daß sich ein Dipol in der 
positiven Phasenzelle 

i) 
My Mm, +1 
oder in der entsprechenden negativen befindet, gegeben durch 


_ Wm 


kT 


(80) 


>>) 


Hier bedeuten k die Boltzmannsche Konstante, T die ab- 
solute Temperatur; W,,,, ist die mittlere Energie der Dipole in 
der positiven Zelle 

Ny +1 

oder in der entsprechenden negativen. Die p, „, sind die so- 
genannten „Gewichte‘‘ der einzelnen Phasenzellen, die wir 
nach Planck so definieren: Es sei G,, „, die Größe der Phasen- 
zelle 

n+ 


My my + 1, 
Dann ist 


(61) 
In unserem Falle ist G,, ,,= Goo = h?, daher: 


(82) Pam=1. 
Die Summe im Nenner von (80) ist über alle positiven und 
negativen Phasenzellen zu erstrecken, also über alle n, von 
0 bis oo, über alle n, von —oo bis +00. Jeder positiven 
Zelle entspricht eine negative. Der Fall n, = 0 nimmt hierbei 
keine Sonderstellung ein, denn auch jeder positiven, der g-Achse 
anliegenden Zelle entspricht eine symmetrisch liegende, der 
g-Achse anliegende negative Zelle. 

Aus (78), (80) und (82) folgt 


1) M. Planck, Verh. d. D. Phys. Ges, 17. p. 407, 438, 1915. 
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+ | me | + 1)? 


er +m +1? — on? 
>> -Ine- 

Anmerkung: Legt man die erste Plancksche Theorie zu- 
grunde, nach der die gequantelten Zustände die einzig mög- 
lichen sind, so folgt nach (89) für die Verteilungsfunktion 
| |)? 

W 


Diese Summe ist aber nicht über alle Phasenzellen zu er- 
strecken, sondern über die einzelnen, diskreten Quantenzustände, 
d. h. über die Eckpunkte der Zellen in der g = g’-Ebene, 
In diesem Falle nehmen alle die Eckpunkte auf der g-Achse, 
für die also nz, = 0 ist, eine Sonderstellung in, insofern sie 
nur einmal vorkommen, während sonst jedem positiven Eck- 
punkte ein symmetrischer negativer entspricht. Daher wird hier 


= 


Dabei ist 


§ 10. Der Mittelwert der potentiellen Energie in seiner Phasenzelle. 
Die potentielle Energie ist nach (2) und (16) 


(84) U= 5(1 — cos #). 

Der Mittelwert von U in der positiven Zelle 
(m i) 

ist dann 


(85) [Sf — cos #), 


wo die WER über die genannte Phasenzelle zu erstrecken 
ist. Es wird 


a 422 
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af lh 
9=-m+1)h 


m 2nß=g= const; g= 7, h 


lh 


See — cos 9) pod d 


g=nh 


g = (m+ Lh g=(n,+1)h 
fag’ 


= g=nh 


wo 
M= od#(l — cos F) ps 
f 


= Fa — w — 


sin? 4 


Die Integration in M ist ebenso zu führen wie die im ersten 
Phasenintegral. Wir setzen auch hier x = cos #; dann schreibt 
sieh bei Umkehrung des Vorzeichens und der Integrations- 
richtung M wie folgt: 


Die Integration in der komplexen 2-Ebene ist auch hier ein 
positiver Umlauf um den Verzweigungsschnitt zwischen 2, 
und x, im oberen Blatte der Riemannschen Fläche. Wir 
entwickeln wie im § 8 nach Potenzen von a und brechen 
beim Gliede erster Ordnung ab. Dann wird 


-M= M,—a-M,, 
wo 


(89) M, = § (1 — 2%) — 
da(i — 
M, = © 
Auch hier nehmen wir den Integrationsumlauf so, daB die 


Verzweigungsstellen x,’ und a,’ der verkürzten Wurzel mit- 
umfaßt werden, und deformieren den Integrationsweg zu 


(86) 220 
= — 
Jh 
a 
)g- 
g 
= 
on Jh 

3 
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Umläufen um die singulären Stellen des Integranden. Durch 
Benutzung des Cauchyschen Residuensatzes folgt dann auf 
analogem Wege wie im § 8: 


M, 
(90) M, = 5). 


2JW 2JW 
also 


In der positiven Zelle können wir dabei || durch £ ersetzen. 
Wir führen jetzt g und g’ in den Ausdruck von M ein. Aus 
(75) folgt, wenn wir hier |g’| durch g’ ersetzen: 


g+g 2a 
BEW +5,77’ 


(92) = 2a, 


Setzt man diese Werte in (91) ein, so folgt: 


(93) M=9-—2an 


Wir schreiben (86) in der Form: 
(94) 


und berechnen zuerst 


(mg+ Dh 
(95) Mag’ + 
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m +1 


+1) 


Setzt man diese Ausdrücke in (95) ein und bildet 
g = (m + 


n nm +1 1 1 


+ 1 1 | My Ny +1 | 


| Bi ERS 1 
Wir schreiben dies folgendermaßen: 


— +1 2 n? a? 
5 
wo 


(m + 1) 1 - 
fin,n,) = Fe 
| 
2 lm tn? (m+n, + 1)? 


1 


1 1 } 
1 1 
+ 
Tim tm tl) (m+n, + 


1425 

zu 

ngh h Ny 

3 

+ 1 1 1 — 

h h 

(tg + 1)h | 

[ Mag 

e q 
gh 
g=n, h 4 

so folgt: 

= + a 

[7 | = h?— 2un? 

na 

(96) 
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Eine analoge Rechnung zeigt, daß in der entsprechenden 
negativen Zelle U denselben Mittelwert hat, so daß man 
sagen kann: In der positiven Zelle 

i) 

Ns n, +1 
und der entsprechenden negativen hat U den Mittelwert 


Ein besonderer Umstand tritt ein für die beiden Zellen am 
Nullpunkt, d.h. für die positive Zelle 


und die entsprechende negative. Hier wird nämlich nach (86) , 


0 0 


Nun ist nach (98) 
(99) 


Diese Beziehung ist, nach (98), für g’ = 0 nicht mehr evident, 
wegen des Null werdenden Ausdruckes (g + g’)® im Nenner 
des zweiten Gliedes. Es ist jedoch zu bedenken, daß infolge 
der Potenzentwicklung nach a die Formeln (91) und (98) 
— ebenso wie die Formeln für die Energie in (92) — ihre 
Gültigkeit in der Nähe des Punktes g = g’ =0 verlieren. 
Aus der Definition von M in (87) und (88) folgt dagegen, 
daß für g=g’=0 (wenn also die Verzweigungspunkte 2, 
und z, nach +1 zusammenriicken) M=0 wird. Die Glei- 
chung (99) bleibt also auch für g’ = 0 gültig, und es wird 


S 


oder 


1 
5 2? a? 
(100) 


Derselbe Wert gilt in der entsprechenden negativen Zelle. 
Daher kann man zusammenfassend sagen: In der positiven Zelle 
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f, Mm, + 1 
und der entsprechenden negativen Zelle hat U den Mittelwert 
2 2 
(101) =F — 
für die beiden Zellen am Nullpunkte gilt 


Aus (84), (101) und (101a) folgt sofort für den Mittelwert 
von cos # in einer Phasenzelle 


2 2 
CO8 Fyn, = |) , 


(102) 


cos Hoo = . 
$ 11. Die Suszeptibilität. 

Nachdem wir in (102) den Mittelwert von cos # in einer 
Phasenzelle bereehnet haben, können wir sofort den Mittel- 
wert von cos # im ganzen Phasenraume hinschreiben. Es folgt 
(103) 608 F = 
WO Wp,», die durch (88) gegebene Verteilungsfunktion dar- 
stellt, und die Summation über den ganzen Phasenraum zu 
erstrecken ist, also zweimal nach n, und n, von 0 bis oo. 

Betrachten wir jetzt ein Grammolekül der Substanz mit 
N Dipolen (N = Avogadrosche Zahl), so ist das mittlere 


resultierende magnetische Moment aller Dipole in Richtung 
des äußeren Feldes: 


M = Nmcos F 
und daher die Suszeptibilität pro Grammolekül 
104 _R_Nmend, 
(104) 
Aus (88), (102), (108) und (104) folgt unter Beachtung von (16): 


o und die Summe S sind dabei durch (88), f(n,,ns) durch 
(96) definiert. Der Strich zwischen den Summen bedeutet, 
daß das Glied mit n, = n, = 0 auszulassen ist. Denkt man 
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sich den Ausdruck von f(n,,N,) eingesetzt, so zerfällt die 
Doppelsumme in 18 einzelne Doppelsummen, die man leicht 
in einfache Summen verwandelt: 


(106) > Der n,)=S, +8, —S,—8, 
+8, 
Dabei sind: 


+n? +1)? on? 


oder: 
(n+1)(an+1), 


n(2n +1) 


@ n(2 n— 1) 


(m, +) 12 n—1 


2¢ —o (ny 2 (m—1) (2 n—1) 


(m+ nz +1)* 


Die geschweifte Klammer hat den Wert: 


an 1 


n—1 


1 +2) 


tm +1) (n +2). 
+ iz n+l , 


232 
(107b) 
= 
o @ 1< (n- 1) (n — 2) 
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1< 
(107c) 
n=" 
„om 


Setzt man die Werte aller dieser Summen aus (107a) bis (107d) 
in (106) ein, so folgt nach kurzer Rechnung: 


(108) ° 


(n*—1)’ 


aus (105) und (108) folgt das definitive Resultat: 


_ batm IN 
x 4h? 


§ 12. Diskussion des Resultates. 
Wir betrachten zuerst zwei Spezialfälle. 


I. Tiefe Temperaturen. 

Für tiefe Temperaturen ist o>1. In diesem Falle kann 
man die Reihen S, und S nach wenigen Gliedern abbrechen. 
In erster Näherung wird 

x=% (1 


(110) wo 
52? m? JN 


Xo x T=0 = 4 
% ist der Grenzwert der Suszeptibilität für lim T = 0. 
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II. Hohe Temperaturen. 
Wir leiten erst den Grenzwert limy ab. Es ist 


(111) 


Subtrahiert man die erste Gleichung von der zweiten, so folgt 


Daher 


wie zu beweisen war. 
Um lim S zu berechnen, ersetzen wir die Summe durch 


o=0 


ein Integral. Es wird 
(112) lim = | ne-°"dn= 


i 
20 


o=(0 
Aus (109), (111) und (112) folgt: 


5n?m!JN 


lim 


T=o 


oder wenn man den Wert von o aus (83) einsetzt: 


N m? 
(113) Em z = Xo = 
Dies ist die Langevinsche Formel, die sich als Grenzfall 
für sehr hohe Temperaturen ergibt. Aus (110) und (118) folgt 
noch die Beziehung 


32 


Um x noch eine Näherung weiter zu erhalten, bilden wir den 
Ausdruck 
(115) 


q&_< -o 
Ga =S—e . 


| 
T=o 
‘ > 1 1 
lim § = 
| 0 n (n? — 1) 4 
. Beweis: 
> \n n+l 
> n—1 n 
3 3, = 4? 
a 
16 
15 
20 
4 a 
a 
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Nach (112) ist also in erster Näherung: 
$4 1 
ae ~ 2a’ 


daher unter Berücksichtigung von (111) 


(116) p+ 


Fir S bleibt die Näherung (112) bestehen, da das nächst- 
folgende Glied erst von der Ordnung (o) ist. Daher ergibt 
sich aus (109), (110), (112), (114), (116): 


(117) 


Da o hier <1, so ist olgo <0 und daher 7 < 7. 


III. Allgemeiner Fall. 
Wir schreiben (109) in der Form: 


_ Zähler, 
Ss Nenner 
und entwickeln, indem wir abkürzend 
(118) e~° 


setzen, den Zähler und den Nenner nach Potenzen von 2. 
Dann folgt nach kleiner Rechnung die zur numerischen Be- 
rechnung geeignete Formel: 


f® 
Xo g g (@) 
wo 


1 1 
fa) =1l+ 


15 24 35 
2957 + m? + 


1 1 = 
+ + tame” 
= 14+ 223 4+ 328+ 4+ 52% + 62% 4 728 
+ 82% + 97+ 102% +.... 


= 

3 

ra 

| a 
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gt 
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(119) 
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n 
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= 
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Die folgende Tabelle gibt in der 4. Spalte die nach 
Formel (119) berechneten Werte von x/x, als Funktion von # 
oder 1/0. Die 8. und 5. Spalte, auf deren Bedeutung wir 
noch zurückkommen, zeigen 


lg (2) als Funktion von lg (=) . 


In der letzten Spalte ist noch x/x. eingetragen, berechnet 
aus (114) und (119). 


Tabelle 1. 


a|- 


es 
3% 


res 


1 
1 
2 
2, 
3 
5 
6 


Die beiden Figg. 5 und 6 zeigen x/x, als Funktion von 
1/o, d. h. im wesentlichen als Funktion von T. Fig. 7 gibt 


ig (4) als Funktion von ig ( ): 


| 
2 vi 
1 X | x ) X 
| i | | Xo X | Xo 
ei 1,8 u —0,252 | 0,991 | -0,004 | 0,258 , 
eS 1,5 -0,174 | 0,979 | -0,009 | 0,306 
‘7 1,2 -0,081 | 0,949 | -0,023 | 0,370 
Bi 1,0 0,000 | 0,910 | -0,941 | 0,427 
u: 0,9 0,045 | 0,883 | -0,054 | 0,460 
a 0,8 0,097 | 0,847 | -0,072 | 0,496 
on | 0,7 0,155 0,800 | -0,097 | 0,536 
ei 0,6 0,223 | 0,743 | -0,129 | 0,580 
a 0,5 0,301 | 0,672 | -0,173 | 0,630 
7 0,4 0,398 | 0,585 | -0,233 | 0,685 
oa } 0,3 0,522 | 0478 | -0,321 | 0,747 
= 0,2 0,699 | 0,348 | -0,458 | 0,816 
a 0,15 0,824 | 0,273 | -0,563 | 0,854 
oe 0,12 8,33 | 0,921 | 0,225 | -0,648 | 0,879 
a 0,10 10 1,000 | 0,1912 | -0,719 | 0,806 
a 0,09 11,11 | 1,046 | 0,1736 | -0,760 | 0,904 
Bi 0,08 12,5 1,097 | 0,1561 | -0,807 | 0,915 
a 0,07 14,29 | 1,155 | 0,1378 | -0,861 | 0,923 
en 0,06 16,67 | 1,222 | 0,1195 | -0,922 | 0,034 
a 0,05 20 1,301 | 0,1006 | -0,997 | 0,943 
oe 0,04 25 1,398 | 0,0808 | -1,093 | 0,947 
a 0,03 33,33 | 1,523 | 0,0614 | -1,212 | 0,959 
we: 0,02 50 1,699 | 0,0914 | -1,383 | 0,971 
a3 0,015 | 66,67 | 1,824 | 0,0313 | -1,505 | 0,978 
- 0,010 | 100 2,000 | 0,0210 | -1,678 | 0,985 
ae 0,008 | 125 2,007 | 0,0169 | -1,773 | 0,988 
Ei 0,005 | 200 2,301 0,0106 | -1,976 | 0,992 
ao 0,002 | 500 2,699 | 0,0043 | -2,371 | 0,996 
et 0,001 | 1000 3,000 | 0,0021 | —2,672 | 0,997 


20 40 60 RO 100 120 140 160 180 220 240 


Fig. 6. 


§ 18. Vergleich mit experimentellen Messungen. 


Um die Theorie an der Erfahrung zu prüfen, wurden die 
von Kamerlingh Onnes und Oosterhuis ausgeführten 
Messungen von x als Funktion von T an wasserfreiem und 
kristallisiertem Mangansulfat, an wasserfreiem Ferrisulfat und 
kristallisiertem Ferrosulfat benutzt. Man verführt dabei prak- 
tisch so: Man trage die vorliegenden Messungen bilogarith- 
misch auf, d. h. Igx als Funktion von lg T. Andererseits 
gibt Fig. 7 die theoretische Kurve 

Annalen der Physik, IV, Folge. 54, 29 
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F. Reiche. 
(2) als Funktion von lg (=) : 


14-15 46-17-18 


Setzt man 
(120) wo also 


so hat man jetzt die theoretische Kurve in der Form: 


lg (2) als Funktion von lg (5) . 


Bringt man mit dieser theoretischen Kurve die experimentelle 
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Kurve lg x als Funktion von lg T möglichst gut zur Deckung, 
so ergeben sich daraus die beiden Konstanten der Formel, 
% und ©. Kennt man “diese, so läßt sich nach (120) für jedes 
T die Größe o, und daher nach (118).und (119) x als Funk- 
tion von T berechnen. Aus x, und @ folgen ferner, wenn die 
Avogadrosche Zahl N und die beiden Konstanten h und k 
bekannt sind, das Trägheitsmoment J und das magnetische 
Moment des molekularen Dipols m. 


Die folgenden Tabellen zeigen für die vier genannten Sub- 
stanzen die berechneten Werte neben den beobachteten. Mit 
Ausnahme des Wertes für 169,6° abs. für MnSO,.4H,0 liegen 
die Abweichungen stets unter 2 Proz.; bei Fe80,. 7H,0 und 
(Fe),(SO,); halten sie sich unter 0,7 Proz. Die Therein: 
stimmung ist als befriedigend zu bezeichnen. Allerdings muß 
hier darauf hingewiesen werden, daß die theoretische Formel 
zwei verfügbare Konstanten enthält. 


Die molekularen magnetisehen Momente sind bei allen 
vier Substanzen von der Größenordnung 10-21, Dagegen er- 
höht offenbar die Anlagerung des Kristallwassers das Träg- 
heitsmoment um eine Größenordnung. 


Tabelle 2. 


Wasserfreies Mangansulfat: MnSQ,. 
lg O = 1,298; © = 19,86; J = 1,99. 10-*° 
lgx = — 3,182; x, = 657,7.10-*; m = 4,35 . 10-21 


T x. 10° x. 10° i 
berechnet | beobachtet Xbeob. 


14,4 637,9 636 -0,3 
17,8 614,9 627 +1,9 
20,1 597,8 603 +0,86 
64,9 315,1 314,5 +0,19 
77,4 277,5 274,8 - 0,98 
169,6 142,7 144,2 +11 
293,9 86,8 87,8 +11 
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Tabelle 3, 
Kristallisiertes Mangansulfat: MnSO, .4H,0. 
lg = 0,10; = 1,259; J = 3,14. 10-** 
Ig = — 2,137; 7294.10-*; m= 3,65. 109 


berechnet 


1233 


Tabelle 4. 
Wasserfreies Ferrisulfat: Fe,(SO,);- 
lg @ = 1,45; © = 28,18; J =1,40.10-* 
Ig = - 3,543; x = 286,4.10-*; m= 3,42. 10®! 


Xbeob. ~ 
X veob. 


— 0,28 
— 0,18 
+0,32 
+0,58 


T 100 


289,8 


Tabelle 5. 
Kristallisiertes Ferrosulfat: FeSO,.7H,O 
lg @ = 0,25; 6 = 1,778; J = 2,23 . 10-9 
Ig xe = — 2,473; yo = 3365.10-*; m = 2,94. 10-*! 


Xbeob. ~ Xber. 


x. 10° R 
beobachtet | 100 


Berlin, Dezember 1917. 
(Bingegangen 21. Dezember 1917.) 


Ä 

a 

14,4 1233 0,00 

17,8 1014 1021 "+0,69 
Ben 20,1 905 914 +0,98 

64,9 293,2 292 -0,41 
A 70,5 270,6 270 -0,22 

#5 71,4 247,3 247 —0,12 

Er 169,6 114,5 111,5 - 2,69 

; } 288,7 67,6 66,3 -1,96 

64,0 | 1776 177,1 
70,5 167,6 187,3 

71,4 156,7 157,2 

ei 169,6 85,1 85,6 
53,3 53,3 0,00 

4 

- berechnet Xbeob. 
14,7 760,5 7156 
20,3 568,7 571 +0,51 

ie 64,6 189,8 191 +0,63 

77,3 159,5 160 +0,31 

a 292,3 42,4 42,4 0,00 


2. Untersuchungen über die Wärmeleitfähigkeit 
der Gase, II; 


von Sophus Weber. 


In einer früheren Abhandlung?) habe ich eine Abänderung 
der Methode von Schleiermacher angegeben, wodurch es 
gelang, den Einfluß der Strömungen auf die Wärmeleitfähig- 
keit zu eliminieren. Gleichzeitig wurden die gefundenen Resul- 
tate für trockene, kohlensäurefreie Luft mitgeteilt. Ich werde 
hier die Resultate mitteilen, welche ich für die reinen Gase 
mit den früher beschriebenen Apparaten I, II und III er- 
halten habe. 


Wasserstoff. 


Der verwendete Wasserstoff wurde elektrolytisch nach 
der Methode von W. Gaede dargestellt*), wobei die Ver- 
unreinigung des Wasserstoffs durch diffundierten Sauerstoff 
vermieden wird. Zur weiteren Sicherheit wurde der Wasser- 
stoff durch ein Rohr mit Kokoskohlen geleitet, das von flüssiger 
Luft umgeben war.*) Die Messungen wurden mit dem Apparat I 
ausgeführt und sind in der folgenden Tabelle aufgeführt. 

.p 

0,017872 

17867 

17798 17872 

17751 17875 

17637 17870 

17366 17868 
16760 0,1282 
15136 0,1282 
13607 0,1277 


1) S. Weber, Ann. d. Phys. 21. p. 325. 1917. 
2) W. Gaede, Ann. d. Phys. 41. p. 302. 1913. 
3) H. Kamerlingh Onnes u. 8, Weber, Comm, of Leiden 184, p. 6. 
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S. Weber. 


AT L 

9,110 0,017826 
21,092 18134 
12,964 17908 
6, 17752 
0,798 17629 

In dieser Tabelle ist in Kolonne I aufgeführt der Druck 
in cm p, und in Kolonne 2 der Unterschied zwischen der 
Temperatur des Drahtes und der Umgebung, welche in diesem 
Falle 0° C war. In Kolonne 8 steht L=Q —S, wo Q die 
abgegebene Wärmemenge in gcal/grad sec, S die Strahlung 
bedeuten; die letzteré ist mit Hilfe der Formel für die Ge- 
samtstrahlung des Platins berechnet. 

Man ersieht hieraus, daß der Temperatursprung bei 
ca. 80 cm Druck sich stark bemerkbar zu machen anfängt. 
Werden die drei Werte bei den niedrigsten Drucken zur Be- 
stimmung von y verwendet, so bemerkt man, daß Iyor. ab- 
solut konstant ist. Aus den letzten fünf Werten wird der 
Temperaturkoeffizient von L, m/2, bestimmt. Mit Hilfe 
einer graphischen Darstellung ergibt sich 


= = 0,001402. 


Hieraus erhält man fir AT=0, Iysr.= 0,017645. Da die 
Konstanten des Instrumentes bekannt sind, wird die un- 
korrigierte Wärmeleitfähigkeit K’ = 0,00041427. Die nötigen 
Korrektionen sind — 0,4 Prom. wegen der Ableitung durch 


die Elektroden und +5,15 Prom. wegen der Dicke der Glas- 
wand. Hieraus folgt 


Ky = 4165 . 10-7 g cal/sec grad em. 
Von den früheren Messungen!) können erwähnt werden 
Ky = 410 .10-* (Sehleiermacher), 
887 . 10-* (Günther), 
897 .10-* (A. Eucken). 
Die Abweichung zwischen den Werten von Eucken und 
den meinigen sind vollständig durch den Umstand zu erklären, 


daß Eucken keine Korrektion wegen des Temperatursprunges 
angebracht hat. 


1) Für diese und folgende Messungen vgl. Landolt-Börnstein, 
Physikalisch-chemische Tabellen. 
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Aus diesem Wert von x, findet man mit yp = 850 . 10-? 
und ¢, = 2,98, daß f = 2,06. 

Aus der Tabelle ersieht man, da L, jedesmal auf die 
Temperatur von L, bezogen ist, daß 


= 0,1280. 


k 

r Da 

n „A 

e "9 — 12,316, 

8 

| erhält man y.p = 0,01040. Wenn p in Dyn/em? gemessen 

ei wird, so wird bei 0° C pA =18,25. Wenn mit Hilfe der 

t. Temperaturabhängigkeit der inneren Reibung der Wert von 

~ pA bei der Temperatur des Drahtes bestimmt wird, so findet 

man im Mittel 

y/A = 7,25 . 

fe Da dieser Wert etwas größer als die früher gefundenen ist, 
indem Smoluchowski 6,96 und Gaede 5,70 fanden, habe 
ich noch eine Messungsreihe mit dem Apparat II gemacht. 

ie pin cm AT L Io 

n- 32,84 4,823 0,012874 0,012914 

* 1,040 5,434 11461 0,1328 

'h 0,736 5,675 10983 0,1305 

0,478 6,125 10188 0,1290 

S- 0,274 7,138 08766 0,1310 

Der Mittelwert von 

’ ist 0,1308, indem Ly jedesmal auf die Temperatur von L, 
reduziert ist. Hieraus folgt y p = 0,1808 . 0,07801 = 0,01021 
und weiter 

y/A = 7,26. 

« . Der Akkommodationskoeffizient des Wasserstoffs gegen 

Ms blankes Platin ist nach Martin Knudsen?) a = 0,278. Daraus 

folgt 

9,84. 

n, 


1) M. Knudsen, Ann. d. Phys. 46, p. 61. 1915. 


i 

Er 
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S. Weber. 


Die Ubereinstimmung mit der zweiten Formel von Smo- 
luchowski (Maxwell), 


2-—a 
v/a = 2,32 


ist also beim Wasserstoff befriedigend. 


Neon. 


Das verwendete Neon war freundlichst von Professor 
Dr. H. Kamerlingh Onnes zu meiner Verfügung gestellt. 
Da anzunehmen war, daß das destillierte Neon eine ganz 
geringe Menge Stickstoff enthielt, wurde es nach der Methode 
von Gehlhoff*) gereinigt. Mit dem so gereinigten Neon 
wurden die nachfolgenden Messungen gemacht. Durch einen 
Unfall wurde darauf das Neon mit ca. Y, Proz. Luft ver- 
unreinigt; um es zu reinigen, wurde es daher zweimal mit 
ganz geringer Strömungsgeschwindigkeit über frisch aus- 
geglühter Kokoskohle in flüssiger Luft geleitet. Bei einer 
erneuten Messung der Wärmeleitfähigkeit ergab sich genau 
derselbe Wert wie früher. Dies stimmt auch damit überein, 
wie George Claude?) neulich gezeigt hat, daß das Neon 
in weit geringerem Grade absorbiert wird, als man es nach 
den Untersuchungen von Dewar?) hätte erwarten sollen. 
Man hat also hier eine einfache Methode, um Neon von ge- 
ringen Verunreinigungen zu befreien, wenn diese nicht aus 
Helium bestehen. 

Die Messungen wurden mit dem Apparat I ausgeführt 
und sind aus der folgenden Tabelle zu ersehen. 


+ 
4 


0,0434 

0,0438 
1) E. Gehlhoff, Verh. d, D. Physik. Ges. 18. p. 271. 1911. 
2) G. Claude, Compt. rend. 23 mars 1914. 
3) J. Dewar, Roy. Inst. Proc. 1907. 


| 440 

| 

F 

pinom AT L Lyorr. 
ne 65,75 11,608 0,0047049 0,004708 
ee 55,89 11,608 47046 4709 
a 51,97 11,606 47046 4709 

_ 41,69 11,606 47044 4709 

_ 29,63 11,611 47023 4700 
ey) 20,52 11,615 47017 4710 

_ 14,92 11,622 46984 4710 
7, 8,95 11,639 46907 4712 

4,253 11,700 46671 4712 

a 2,058 11,821 46201 4713 
I 0,9 

0,5 


L 
0,0046967 

45882 

45111 


43964 
42098 


0,0047012 

47573 

48219 

48016 

2,984 46619 


Hieraus findet man für 4 T = 11,608, Igor. = 0,004709. Da 


= 0,001359, 


so erhält man für AT=0O Igor. = 0,004636, woraus 
= 0,00010888. 

Die notwendigen Korrektionen sind : — 0,78 Prom. fiir die Elek- 
troden und +1,33 Prom. für die Glaswand, daraus ergibt sich 
K, = 0,0001089 . 

Dies stimmt damit überein, daß E. Bannawitz!) mit 
zwei verschiedenen Apparaten bzw. 
K =1108.10-° und 1085 ..10-7 


fand. Wenn wir den Wert von Rankine?) für 7, = 2981 . 10-7 
verwenden, und für c, den theoretischen Wert c, = 0,1474, 
so erhalten wir f = 2,48. 

Aus der Tabelle ersieht man, indem L, auf die Temperatur 
von L,, bezogen worden ist, daß 


p = 0,0438 


ist. Wird p in Dyn/em* gemessen, so ergibt sich 


= 18,98 - (sur) 


y/A = 2,891 . 
Da nach Martin Knudsen a = 0,658 ist, so wird 
= 2,32 


-a 
2a 


1) E. Bannawitz, Ann. d. Phys. 48. p. 577. 1915. 
2) A. O. Rankine, Physik. Zeitschr. 11. p. 497 u. 745. 1910. 
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S. Weber. 


Aus dem Wert von m/2 findet man, wenn die Tempe- 
raturen auf das Wasserstoffthermometer reduziert werden, 
Bo-29 = 0,00286. - Dieser Wert wurde mit dem Apparat II 
kontrolliert was 


= = 0,001350 


ergab, also, eine gute Übereinstimmung. Dieser Wert stimmt 
jedoch nicht ganz mit einer direkten Bestimmung des Tempe- 
raturkoeffizienten der Wärmeleitfähigkeit zwischen — 188° und 
+100° überein, indem ich hier!) 60 — 100 = 0,00226 fand, 
in vollkommener Ubereinstimmung damit, daB Rankine 
den Temperaturkoeffizienten der inneren Reibung zwischen 0° 
und 100° C zu 0,00225 fand. 


Helium. 


Das verwendete Helium war reines destilliertes Helium, 
das von Prof. H. Kamerlingh Onnes freundlichst zu meiner 
Verfügung gestellt worden war. Da das Helium einige Zeit 
im Gebrauch gewesen war, wurde es einige Zeit zur Kontrolle 
durch frisch geglühte Kokoskohlen in flüssiger Luft geleitet; 
es zeigte sich jedoch, daß die Wärmeleitfähigkeit dadurch 
nicht geändert wurde. 

Die Messungen wurden mit dem Apparat I ausgefiihit. 

-L, 

0,014759 0,014791 
14750 14792 
14730 14788 
14694 14789 
14636 14790 
14497 14796 
14251 14809 

13417 0,1433 5,23 

12105 1433 521 

10289 1452 5,23 

07957 1510 . 5,40 

Hieraus findet man für AT = 10,22, Lyorr. = 0,014790. 
Für m/2 wurde gefunden 0,001360, so daß Igor. = 0,014587 
für AT=0 wird. Dies ergibt K, = 0,00084248. Die Kor- 
rektion wegen der Elektroden ist —0,4 Prom. und wegen 
der Dicke der Glaswand +4,8 Prom., woraus 


K,= 0,0008438 . 
1) Diese Untersuchung wird später veröffentlicht. 
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Von früheren Bestimmungen existieren nur diejenigen 
von Schwarze und A, Eucken. Schwarze fand für ein 
durch ca. 1!/, Proz. Neon verunreinigtes Helium den Wert 
K, = 338,6.10*. Die Abweichung ist durch das unreine 
Helium zu erklären. Eucken fand x, = 386,0.10-*. Die Ab- 
weichung kann liier wie im Falle des Wasserstoffs dadurch 


7 erklärt werden, daß Eucken nicht hinreichend für den Tem- 
id peratursprung korrigiert hat. 
d Mit my = 1876.10-? und o, = 0,746 wird f = 2,46, dies 
% ist derselbe Wert, den ich für Argon gefunden habe. Eucken 
yo fand indessen, daB f mit abnehmender Temperatur abnimmt, 
worin er eine Abweichung von der gewöhnlichen Newton- 
schen Mechanik erblickt. Es ist vielleicht doch möglich, daß 
dies auch durch ein besonderes Atommodell zu erklären wäre, 
m, indem schon H. Kamerlingh Onnes*) auf den kompli- 
er zierten Bau des Heliumatoms hingewiesen hat. 
sit In der Tabelle sind die Werte von 
ch in der gewöhnlichen Weise berechnet; da 
T \1,15 
4 erhält man im Mittel 
y/A = 5,25. 
Da dieser Wert von y/A einen abweichenden Wert für 
den Zahlenfaktor des Ausdruckes 
2-a 
2a 
gibt, so habe ich zur Kontrolle einige Messungen mit dem- 
Apparat IT gemacht. 
pin om AT L ly y/A 
33,07 7,418 0,010797  0,010847 é 
0). 0,112 17,840 4646 0,1535 5,25 
87 0,190 13,475 6067 1532 5,33 
a 0,418 10,096 8013 1501 §,29 
onl Hieraus findet man 


Der Mittelwert ist 


1) H. Kamerlingh Onnes, Comm, of Leiden 11%, p. 18. 


t 
e 
- er 

. 
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Da a = 0,278, so ergibt sich 
2 -a 


ya = 2,14 - 
Es zeigt sich also hier, daß der Zahlenfaktor für 


2-a 
2a 

etwas kleiner ist wie bei den anderen Gasen. Ich halte eg 
für unwahrscheinlich, daß dies durch Versuchsfehler ver- 
ursacht wäre, möchte aber darauf aufmerksam machen, daß 
eine Präzisionsbestimmung die Bestimmung von y/A und a 
für dieselbe Oberfläche umfassen müßte. ~ 

Aus den Werten von m/2 findet man ß,-0= 0,00285, 
während Eucken aus seinen Messungen im selben Intervall 
B = 0,00266 findet. Schwarze fand zwischen 0° und 100° C 
ß = 0,00818. 


Argon. 

Bei der Darstellung des Argons konnte von technischem 
Argon ausgegangen werden, dessen Stickstoffgehalt ca. 8 Proz. 
betrug. Diese Mischung wurde nun nach der Hempelschen 
Methode?) behandelt. Die Reinheit des Argons wurde durch 
Dampfdruckbestimmungen in flüssigem Sauerstoff und durch 

Bestimmung des spezifischen Gewichtes kontrolliert. Das 

spezifische Gewicht stimmte mit dem Wert von H. Schultze?) 
überein, und die Dampfdruckbestimmungen mit den Mes- 
sungen von C. A. Crommelin.?) Es zeigte sich auch, daß 
eine weitere Behandlung®) nach der Gehlhoffschen Methode 
die Wärmeleitfähigkeit nicht weiter änderte. 

Die Messungen mit dem Apparat I sind aus der folgenden 
Tabelle ersichtlich. 


p in cm AT L . Lyon. 
61,47 8,169 0,0016646 : 0,0016650 
46,77 8.173 16638 16643 
28,20 8.178 16628 16637 
19,26 8.180 16622 16635 


1) Hempel, Gasanalytische Methoden. 3. Aufl. p. 151 und C. A, 
Crommelin, Diss. Leiden 1910. 

2) H. Schultze, Ann. d. Phys. 48. p. 269. 1915. 

3) C. A. Crommelin, Comm. of Leiden, Nr. 140. 

4) Für die Darstellung und Kontrollierung der in dieser Arbeit 
verwendeten reinen Gase, bitte ich Hrn. Ingenieur P. Schoonenberg 
und Hrn. Dr. L. Hamburger, meinen besten Dank annehmen zu wollen. 
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Um m/2 zu bestimmen, wurden mit dem Apparat II 
die folgenden Messungen gemacht; 
L 
0,0012696 
12610 
12492 
12279 
12241 
Hieraus findet man 


m 
0,01710 


und für = 0, Igor. = 0,0016408, woraus K,’ = 0,00003852. 
Die Korrektion wegen der Ableitung durch die Elektroden 
beträgt —1,8 Prom. und wegen der Dicke der Glaswand 
+0,44 Prom., also ist 
K, = 0,00008850 . 

Zum Vergleich kann angefiihrt werden, daB Schwarze 
K, = 392 .10-” und Eucken 390 . 10-7 fanden. 

Mit n, = 2102 . 10-7 und c, = 0,0745 erhält man f = 2,46, 
also denselben Wert wie bei Helium. 

Zur Bestimmung des in. wurde eine 
Messungsreihe mit dem Apparat II gemacht. 


pin cm AT L 


13,00 11,443 0,0012362 0,0012378 
0,763 11,656 12131 ; 

0,510 11,785 12005 

0,269 12,111 4 11691 


Wir finden hieraus in der gewöhnlichen Weise, indem 
1,86 
10,04 
y/A = 1,575. 
Da nach Martin Knudsen a = 0,852 ist, so findet man 


daß 


Wie man sieht, ist die Übereinstimmung befriedigend. 
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9,094 8,188 0,0016606 0,0016632 

4,915 8,198 16585 16634 — 

2,177 8,228 16526 16634 EB 

0,954 8,296 16394 0,1044 7 

a 
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ch 

x; = 
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Stickstoff. 


Der Stickstoff wurde durch Erhitzen einer gesättigten 
Lösung von 1,5 Teilen Ammoniumsulfat, (NH,),80,, und 
1 Teil Kaliumchromat, K,CrO,, unter Zufuhr einer Lösung 
von Natriumnitrit, NaNO,, hergestellt. Der entwickelte Stiek- 
stoff wurde über festes Kali und glühendes Kupfer und darauf 
durch flüssige Luft geleitet: 

Die Messungen mit dem Apparat I sind in der nach- 
folgenden Tabelle angeführt. 


pincm AT L 
39,57 5,664 0,0024364 0,0024372 
21,66 5,668 24349 24364 
10,67 5,670 24334 24362 
5,61 5,673 24298 24354 
Mit 
m 
= = 0,001706 


erhält man K,' = 0,00005661. Die nötigen Korrektionen sind: 
— 1,1 Prom. für die Elektroden und +0,7 Prom. für die Glas- 
wand. Hieraus ergibt sich 


K,= 0,00005660 . 


Sauerstoff. 


Der verwendete Sauerstoff wurde aus umkristallisiertem 
Kaliumpermanganat, KMnO,, durch Erhitzen entwiekelt. Der 
zu Anfang entwickelte Sauerstoff wurde abgepumpt, während 
der Rest in flüssiger Luft kondensiert wurde. Von diesem 
kondensierten Sauerstoff wurde das mittlere Destillat ver- 
wendet. 

Zunächst wurde mit dem Apparat II die Variation von L 
mit der Temperatur bestimmt. Ich habe 


= = 0,001776 


gefunden, also etwas anders wie bei Luft. Darauf wurde die 
auf der nächsten Seite angegebene Messungsreihe gemacht. 
Hieraus findet man für AT = 7,87, 
Lxorr. = 9,0018871 + 5,9 . 1078 pon. 


Unmittelbar nach diesen Messungen wurden dieselben 
Größen für trockene, kohlensäurefreie Luft gemessen. Hieraus 


is 
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= 44 
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pincm AT L Ar Lyorr. : 
ten 864 0,0018412 0,0018416 
nd 867 
ng 
ck- 
suf 
h- 
warde gefunden für AT=0, Iyor. = 0,0017874, so daß wir, 
weil alle Korrektionen dieselben sind, erhalten 
K, 568,0 - 1077 = 576,8 . 107°. 
Da 
1,5 
d: pi = 10,25 (Zr) 
a8 ist, so wird y/A = 1,70 und hieraus, da a = 0,80, 
ya = 227.28. 
Wir ersehen hieraus, daß wir für Dyor. beim Sauerstoff 
eine Zunahme von derselben Größenordnung wie bei Luft 
m § finden. Diese Zunahme beträgt zwischen 0 und 76 cm Hg 
er ea. 2,5 Prom., während sie bei Luft in demselben Druck- 
ad intervall 2 Prom. war. Diese Zunahme in Dyorr. findet sich 
m auch in geringem Grade beim Argon, während sie bei Helium, 
T- Neon und Wasserstoff nicht vorhanden war. Sie findet sich 
aber, wie wir im folgenden sehen werden, in sehr hohem 
L Grade bei den Gasen, die ich jetzt beschreiben werde. 
Methan. 
Das Methan wurde durch Einwirkung von verkupfertem 
ie Zink auf Jodmethyl, CH,J, dargestellt; es wurde getrocknet, 
indem es durch konz. Schwefelsäure und durch ein U-Rohr in 
einer Mischung aus Alkohol und flüssiger Luft (—110° C) 
geleitet wurde, und wurde dann in flüssigem Stickstoff ver- 
dichtet. Darauf würde es mit der Gaedepumpe abgepumpt, 
n um es von eventuellen von der Luft herrührenden Verunreini- 


gungen zu befreien, und dann der Dewarbecher mit flüs- 


18 
= 
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sigem Stickstoff gegen einen solchen mit flüssigem Sauerstoff 
umgetauscht. Dadurch wurde das Methan ca. 4/,9° über 
seinen Triplepunkt, — 183,15°, erhitzt, so daß man die Mög- 
lichkeit erhält, den Dampfdruck im Triplepunkt zu bestimmen. 
Dieser war sehr lange Zeit konstant und wurde zu 8,2cm gefunden, 
also sehr viel größer wie der Wert von C. A. Crommelin?), 
aber in Übereinstimmung mit der Bestimmung von Olszevski.?) 


Die Temperatur des Sauerstoffbades, welche mit Hilfe 
eines Sauerstoff-Dampfdruckthermometers gemessen wurde, 
wurde zu — 188,080 C gefunden. Da der Dewarbecher durch- 
sichtig war, konnte festgestellt werden, daß das Methan völlig 
geschmolzen war, als das Temperaturgleichgewicht erreicht war. 

Die Messungen der Wärmeleitfähigkeit wurden mit dem 


Apparat I ausgeführt; die Resultate sind in den folgenden 
Tabellen angegeben : 


pincm AT Lyort. 47 = 13,75 


73,30 13,675 0,0032012 
46,14 13,728 . 31889 
27,87 13,763 31813 
13,786 31762 

13,813 31720 

31694 

31676 


Lxorr. 47 = 4,34 


0,0031287 

31239 

31201 

31102 
0,0119 
0,0117 
0,0122 

0,0031150 


In der Kolonne 5 in diesen Tabellen ist L, für den Tem- 
peratursprung korrigiert und bezogen auf bzw. AT = 18,75 
und. 4,34, aufgeführt. Auch hier ist eine schwache Zunahme 
in den Kurven vorhanden. Wir finden so für: 


AT= 18,75, Lyorr, = 0,0081671 + 0,44 .10-* pom , 


1) C. A. Crommelin, Comm, of Leiden, No. 131. 
2) K. Olszewski, Compt. rend, 100. p. 940. 1885. 


I. 
Il. 
| pinem An 
66,39 4,328 0,0031281 
52,66 4,335 31232 
: 41,30 4.344 31192 
15,97 4,354 31089 
0,910 4,418 30637 
0,546 4,454 30385 
0,306 4,535 29845 
24,80 4,346 31135 
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und für 
AT = 4,84, Lore, = 0,0081086 + 0,37 . 10% pon . 
Hieraus erhält man durch lineare Interpolation für AT = 0 
Lore. = 0,0080668 + 0,84 .10-% pn - 
Dies ergibt 
K,' = 720,0.10-7 (1 + 0,000111 pom) 
und außerdem ß = 0,00476. 
Die Korrektion wegen der Dicke der Glaswand ist hier 


+0,9 Prom. und für die Elektroden — 0,95 Prom., so daß 
sie sich aufheben. Wir erhalten also 
K, = 720,0.10-7 . 

Zum Vergleich dient, daß A. Eucken K, = 714,5.10-7 
fand. 

Wir sehen hier wiederum, daß Lyorr. schwach mit dem 
Druck variiert; bei einem Druckunterschied von einer Atmo- 
sphäre ist die Änderung beim Methan 8,5 Prom. 

Bei 0° C ist pA =7,75, wenn p in Dyn/em? gemessen 
wird. Hieraus erhalt da 


= 0,0119, 


daß es = 1,64. 


Wenn wir annehmen, daB die Formel 


2-a 
y/A = 2,32 2a 


auch fiir Methan giiltig ist, finden wir a = 0,88, also un- 
gefihr denselben Wert wie bei Kohlensäure und Argon. In 
den früher untersuchten Fällen fand M. Knudsen, daß der 
Akkommodationskoeffizient angenähert mit steigendem Mole- 
kulargewicht zunahm, was mit den mechanisch-kinetischen 
Vorstellungen in Übereinstimmung sein würde. Nach Obigem 
sollte also das Methan von dieser Regel eine Ausnahme bilden, 
weshalb eine direkte Messung des Akkommodationskoeffizienten 
sicher von Interesse sein würde. 
Kohlensäure. 

Die bei den Versuchen verwendete Kohlensäure wurde 
dargestellt durch Erhitzen von umkristallisiertem Natrium- 
karbonat, NaHCO,. Die entwickelte Kohlensäure wurde mit 
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Hilfe von P,O, getrocknet, worauf sie mit flüssiger Luft aus- 
gefroren, mit der Gaedepumpe abgepumpt und in den Apparat 
hineindestilliert wurde.*) 

Die zwei ersten Beobachtungsreihen mit dem Apparat 'T 
waren die folgenden: 
I. II. 


pincm AT L pinem AT ee 
0,0015185 2,018 


Wenn diese Beobachtungen graphisch dargestellt werden, 
so sieht man leicht, daß die Zunahme von L in den beiden 
Versuchsreihen dieselbe ist, was eine Andeutung dafür ist, 
daß die Zunahme nicht durch vertikale Strömungen verursacht 
wird. Zwischen 15 und 50 cm variiert L um ca. 2 Proz., 
während die Korrektion wegen des Temperatursprunges nur 


1/19 Prom. beträgt. 
Da ich = = 0,00276 


gefunden habe, erhält man aus der ersten Versuchsreihe 
p = 18,22, AT =0, Igor. = 0,0014566 und K, = 842,0 .10-7, 
p = 50,96, AT =0, Igor. = 0,0014859 und K, = 348,9.10-’, 
Nach Anbringung der nötigen Korrektionen erhält man: 
K, = 339,3 - 107"{1 + 0,000543 pen} 
Zum Vergleich führe ich an, daß 
Winckelmann: K,= 307.107, 
Schleiermacher: K, = 327.107, 
A. Eucken: K, = 387 .10-’, 
fanden, während ich, unter der Annahme, daß die Zunahme 
in L von Strömungen verursacht wird, den Wert 
K, = 389,8 . 10-7 
finde. 
Da die Zunahme von ’L so stark ist, habe ich mit dem 
Apparat III versucht, ob ich den Einfluß vertikaler Strö- 


1) Vgl. S. Weber, Comm. of Leiden. No. 137. 


i 450 | 
1,997 8, „02 4964 
ae 24,25 8,052 14989 39,53 2,043 14859 
: 13,22 8,106 14892 22,03 2,061 14729 
5,84 8,151 14810 14,06 2,071 14662 
2: 2,092 8,198 14727 8,241 2,078 14613 
3,439 2,090 14522 
| | 


00 
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mungen nachweisen konnte, indem ich mit Kohlensäure eine 
Messungsreihe machte, die völlig analog der früher beschriebenen 
mit Luft war.!) 

Es zeigte sich jedoch, daß die pro Längeneinheit abgegebene 
Wärmemenge im obersten und untersten Stück des Drahtes 
genau gleich groß war, solange der Druck unterhalb ca. 60 cm 


Hg war. 


Die Zunahme von L in diesem Druckgebiete war auch 
genau dieselbe, wie sie mit dem Apparat I gefunden wurde, 
Bei der hier verwendeten Temperaturdifferenz, AT = ca. 8°. 
begannen aber die beiden Versuchsreihen voneinander ab- 
zuweichen bei Drucken, die größer als ca. 60 cm waren. In 
Übereinstimmung mit der Lorenzschen Theorie war dann 
die pro Längeneinheit abgegebene Wärmemenge größer für 
das untere als für das obere Stück des Drahtes. In diesen? 
Falle nimmt L nicht mehr linear mit dem Druck zu, sondern 
viel stärker. 

Um dies zu untersuchen, können die folgenden Messungen 
mit dem Apparat II dienen: 


Ly 
L Lur=w 
0,0011374 0,0011371 
11197 
11058 
10970 
10915 
10849 
10769 
10350 


0,0011929 
11535 
11389 
11287 
11233 
11195 
11172 
11141 
11022 
10875 
10606 


1) 8. Weber, Ann. d. Phys. 21. p. 325. 1917. 


= 
I 

t 
i 
pincm AT p q 4 

74,76 7,083 

53,50 7,197 

, 29,40 7,288 u 
15,04 7,348 
8,38 7,384 

1,208 7,485 

0,231 7,792 

II. 

L,- L, 

pincm AT L | 7 

60,34 16,342 0,0011908 

47,08 16,892 11532 | u 

e 34,48 17,105 11392 Be - 
20,55 17,250 11295 a 

12,47 17,318 11242 a 

7,80 17,355 11206 a 

5,29 17,389 11184 u 

3,29 17,446 11154 3 

n 0,973 17,620 11040 
0,471 17,857 10902 0,0117 
0,231 18,308 10643 0,0117 E 

30° 


p in cm L Lir= 81,5° 


0,0012031 0,0012066 
11787 11799 
11678 11680 
11620 11617 
11565 11556 


Da AT in den einzelnen 
Versuchsreihen etwas vari- 
iert, habe ich mit Hilfe deg 
Temperaturkoeffizienten von 
L diese Größe auf die näm- 
liche Temperatur reduziert. 
Die Zahlen sind aus der vier- 
ten Kolonne zu ersehen. In 
Fig. 1 sind diese Versuchs- 
reihen graphisch dargestellt. 
Die Kurven bestehen aus drei 
Stücken: das unterste Stück 
bei niedrigem Druck, wo sich 
der Temperatursprung stark 
bemerkbar macht; dann das 
mittlere Stück, wo L linear 
mit p variiert und endlich 
ein Stück bei höherem Druck, 

1% wo die Strömungen einen 
5% starken Einfluß zeigen. 
Fig. 1. Das geradlinige Stück 
der Kurven kann in den drei Fällen so geschrieben werden: 


Lar = 7 = 0,0010875 (1 + 0,000543 
Lara ı» = 0,0011145 (1 + 0,000627 pom) 
Lar = 315 = 0,0011542(1 + 0,000684 pom) . 


Wir ersehen hieraus, daß der Koeffizient des p,, langsam 
mit AT zuzunehmen scheint, wenngleich dies kaum mit Sicher- 
heit gesagt werden kann. Wenn wir linear zu dem Wert für 
AT =0 extrapolieren, finden wir 0,00049. 

Wenn wir die Kurven betrachten, so fällt die starke 
Steigung der Kurve bei höherem Druck sofort auf. Dies zeigt 
sich auch in anderer Weise in dem Versuch. Ich fand nämlich 
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hier, daß die Wärmeableitung, L, nicht mehr konstant war, 
sondern um einen Mittelwert schwankte. Dies zeigte sich 
a. B. in der Versuchsreihe mit AT = 81,5, dadurch, daß das 
Galvanometer in dem Kompensationsapparat stark schwankte; 
so war es bei 60cm Druck nötig, die Empfindlichkeit 1000 mal 
zu verkleinern, um überhaupt eine Ablesung zu ermöglichen. Dies 
deutet natürlich darauf, daß die Strömungen nicht mehr einen 
regelmäßigen Verlauf zeigen. In diesem Falle treten wahr- 
scheinlich starke Querströmungen auf, die davon herrühren, 
daß die Strömung von einer Art Poiseuilleströmung in den 
turbulenten Zustand übergegangen ist. Eine nähere Unter- 
suchung von diesen Verhältnissen würde wahrscheinlich zu 
einer Theorie der Langmuirschen*) Untersuchungen über 
den Wärmeverlust stark erhitzter Drähte führen. 

Wenn wir aus den Kurven den Druck, p,, bestimmen, 
bei dem der Übergang von dem geradlinigen Teil zu dem 
stärker gekrümmten Teil der Kurve erfolgt, so erhalten wir 
die folgenden Werte: 

T4.p° 
2,11 + 10% 
2,06 - 10* 
2,12 + 10* 

Aus der dritten Kolonne ersieht man, daß das Produkt 
AT p* konstant ist, was mit der Bereehnung von Oberbeck 
übereinstimmt. 

Mit Hilfe des untersten Stückes der Kurven kann man 
den Temperatursprung bestimmen, indem 


M0 Dom = 0117. 


Da pa = 6,308 (ser) 


y/A = 1,782. 
Nach Martin Knudsen ist a = 0,807, folglich: 


2-a 
= 2,84. 


ist, so erhält man 


Eine Reihe von Messungen mit dem bei Luft verwendeten 
Doppelapparat ergab: 
1) J. Langmuir, Phys. Rev. p. 401. 1912. — J. Langmuir 


u, Mackay, Journ, of the Amer. Chem. Soc. p. 1708. 1914. — J. Lang- 
muir, Journ. of the Amer, Chem, Soc. p. 417. 1915. 
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2-a 
7/4 = 2,33 - 


Die Ubereinstimmung zwischen diesen beiden Messungen 
und der Formel von Smoluchowski ist also befriedigend. 
Stickorydul. 

Da die Strömungen sich bei höherem Druck bei der 
Kohlensäure stark bemerkbar machten, habe ich Stickoxydul, 
N,O, untersucht, welches dieselbe Dichte hat. 

Das Stickoxydul wurde durch Erhitzen von reinem, um- 
kristallisiertem Ammoniumnitrat, NH,NO,, dargestellt und 
durch KOH geleitet. Nachdem es in flüssiger Luft ausgefroren 
und mit der Gaedepumpe abgepumpt war, wurde es in den 
Apparat hineindestilliert. Die Messungen wurden mit dem 
Apparat II ausgeführt. 

Genau dieselbe Beobachtung wie bei Kohlensäure konnte 
man auch hier machen, aber in weit höherem Grade. Bei 
Kohlensäure wurde bei einem Druck von 69 cm Hg und für 
AT=14,8 eine Schwankung um die Gleichgewichtslage von 
ca. 8 mm beobachtet, während sie beim Stickoxydul unter 
denselben Umständen ca. 12cm betrug. Daß die Strömungen 
unter denselben Umständen bei N,O stärker sind als bei CO,, 
war auch zu erwarten, da die innere Reibung in N,O viel 
kleiner als in CO, ist. Es wurden zwei Messungsreihen ge- 
macht, die in der folgenden Tabelle angeführt sind: 

I. 
L Lyre 13,0 
0,0012367 0,0012365 
11985 11971 
11877 11860 
11789 11769 
11703 11680 


11630 11605 
11480 11450 


= 7,00 
0,0011933 
11816 
11699 
11606 
11510 
11437 
11361 
11255 
11086 


| 454 
| 
{ 
f 
: 
2,640 3,937 
0,725 14,125 0,0123 
I. 
p in om AT L * Pom 
76,26 6,827 0,0011928 ; g 
57,60 6,893 11813 . 
36,22 6,960 11698 
21,09 7,014 11606 
= 9,29 7,072 11512 
: 3,561 7,116 11440 \ 
1,389 7,168 11365 
0,662 7,229 11261 | 
0,341 7,338 11095 0,0126 
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Hieraus ergibt sich 
Lar = 13,0 = 0,0011645 (1 + 0,000670 + pom), 
Lar 7,0 = 0,0011494(1 + 0,000550 - pon). 


Durch lineare Extrapolation erhält man 
Lar =o = 0,0011318(1 + 0,00041 pan) und A = 0,0044. 


Unmittelbar nach diesen Messungen wurden die Kon- 
stanten des Apparates neu bestimmt. Hieraus ergab sich 
nach Anbringung der nötigen Korrektionen 


Ky = 0,00008530 . 


"% Zum Vergleich sei angegeben, daß Eucken K, = 351,5 . 10-? 
fand und Winckelmann 850 .10-? und ß,-100 = 0.0045. 
Da 
ph = 6,226 (ser) 
und 
Pom = 0,0125 , 


so erhält man 


y/A = 2,004 . 


Wenn wir annehmen, daß die Formel 
2-a 
= 2,82 . 


auch für N,O gilt, so ergibt sich a = 0,73. 


Bei den meisten der hier untersuchten Gase hat sich 
gezeigt, daß die abgegebene Wärmemenge, L, geschrieben 


werden kann: 
L= L, (1 +a p) 


wo a nur schwach mit der Temperaturdifferenz AT zu variieren 
scheint. Wenn diese Zunahme, wie ich es angenommen habe, 
durch horizontale oder vertikale Strömungen verursacht wird, 
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so müßte man nach der Berechnung von Oberbeck erwarten, 
däß a proportional 
02. M 
K* 
wäre, wo M das Molekulargewicht bedeutet. 
In der folgenden Tabelle sind die zwei Größen zum Ver- 
gleich nebeneinander gestellt. 
M® 
a+ 105 konst. —, —- 
< 0,5 0,02 
< 0,5 0,1 
< 0.5 0,01 
1,5 3 
49 32 
11 6 
4 38 
3 3 
8 3 


Man ersieht hieraus, daß die Werte von a und von 
K* 
einander ziemlich gut folgen, wenn man die unsichere Be- 
stimmung des a in Betracht zieht. 

Bemerkenswert ist es immerhin, daB ich nur eine so 
kleine Temperatur- und Druckabhängigkeit für a gefunden 
habe. Nach der Berechnung von Oberbeck müßte man er- 
warten, daß a proportional zu p®AT? sei. 


Während ich im yorhergehenden die Bestimmung des 
Absolutwertes der Wärmeleitfähigkeit beschrieben habe, werde 
ich jetzt ganz kurz die Temperaturabhängigkeit betrachten. 
Ich habe schon früher die verschiedenen Formeln besprochen, 


von denen besonders die Sutherlandsche bedeutenden Ein- - 


gang gewonnen hat; bei niedrigen Temperaturen scheint sie 
jedoch zu versagen. Bei höheren Temperaturen als ca. 100° C 
existieren, soweit mir bekannt, keine Untersuchungen über 
die Wärmeleitfähigkeit, so daß es unmöglich ist, zu sagen, 
mit welchem Recht man z. B. die Sutherlandsche Formel 
extrapolieren darf. Bestimmungen der inneren Reibung, welche 
bis 188° C gehen, deuten an, daß man sich jedenfalls in einem 
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gewissen Gebiete mit der Sutherlandschen Formel behelfen 
kann. Wenn man aber die Wärmeleitfähigkeit bei höheren 
Temperaturen bestimmen will, z. B. bei den in der Halbwatt- 
lampe vorkommenden, so existiert kein Material. Es gibt 
indessen eine andere Methode, die wir zur Lösung dieses Pro- 
blems verwenden können, nämlich das mechanische Ähnlich- 
keitsprinzip von H. Kamerlingh Onnes.!) Dieses Prinzip, 
welches die Theorie der übereinstimmenden Zustände umfaßt, 
ist von Kamerlingh Onnes selbst dazu verwendet worden, 
um die innere Reibung von mechanisch ähnlichen Systemen 
zu vergleichen. Später haben H. Kamerlingh Onnes und 
ich?) die Formeln verwendet bei einer Untersuchung der 
inneren Reibung verschiedener Stoffe, und haben ihre Gültig- 
keit geprüft. 

Wenn zwei Stoffe als mechanisch ähnliche : Systeme be- 
trachtet werden können, so müssen die physikalischen Eigen- 
schaften der Stoffe, z. B. die innere Reibung, in überein- 
stimmenden Zuständen in einem konstanten Verhältnis zu- 
einander stehen. Dieses konstante Verhältnis kann mit Hilfe 
des Verhältnisses der Einheiten für Länge, Masse und Zeit 
in den beiden Systemen berechnet werden.*) Die Verhältnisse 
dieser Einheiten in den beiden Systemen kann wieder mit 
Hilfe der kritischen Konstanten der beiden Stoffe ausgedrückt 
werden, indem die kritischen Zustände als übereinstimmende 
Zustände der beiden Stoffe angenommen werden. Mit Hilfe 
dieser Theorie fand Kamerlingh Onnes*) für die innere 
Reibung die folgenden Formeln: 


Na Ns 


Wenden wir nun das Prinzip der mechanischen Ahnlich- 
keit auf die Wärmeleitfähigkeit in derselben Weise an, so 
ersieht man leicht, daß für zwei mechanisch ähnliche Systeme 
in übereinstimmenden Zuständen gilt: 


1) H. Kamerlingh Onnes, Verh. Kon. Akad. Ar sterd. 21. p. 22. 


881 
2) H. Kamerlingh Onnes u. S. Weber, Comm. of Leiden. No. 134. 
3) Eine ausgezeichnete Darstellung des Ähnlichkeitsprinzips findet 
man auch in dem Buch von I. P. Kuenen: ‚Die Zustandsgleichung der 
Gase und Flüssigkeiten“. 1907. p. 143. 
4) H. Kamerling Onnes, Comm, of Leiden, Nr. 12. p. 9. 
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kK, = 
M, tye M, + tyr le 


In diesen Formeln bedeuten M, p und | bzw. das Mole- 
kulargewicht, den kritischen Druck und die kritische Tem- 
peratur. 

Vergleichen wir in genau derselben Weise fiir die beiden 
in übereinstimmenden Zuständen befindlichen Systeme die 
Wärmemenge, welche der Masse 1 zugeführt werden, um sie 
1° zu erwärmen, so erhalten wir: 


Aus diesen drei Gleichungen erhält man die folgenden 
Beziehungen: 


Na Cs "Qs 


Wir haben also in dieser Weise das Gesetz abgeleitet, daB 
IK 


Cy: 


=..mf. 


konstant sein muß. Dieses Gesetz, welches gewöhnlich mit 
Hilfe kinetischer Voraussetzungen abgeleitet wird, kann also 
auch aus dem Ähnlichkeitsprinzip abgeleitet werden. Wenn f 
für die verschiedenen Stoffe nicht denselben Wert besitzt, 
so sind die Systeme nicht mechanisch ähnlich, was z. B. 
daher rühren kann, daß die Moleküle nicht dieselbe Form 
haben (einatomige und zweiatomige Stoffe). 


Nach dem Vorhergehenden müßte man also erwarten, 
daß die in der obigen Weise reduzierte Wärmeleitfähigkeit, K,, 
der reduzierten Temperatur entsprechend, für alle mechanisch 
ähnlichen Stoffe gleich sein muß. Von dem vorliegenden Ver- 
suchsmaterial ausgehend, können wir dies untersuchen, indem 
wir die reduzierte Temperatur als Abszisse und die reduzierte 
Wärmeleitfähigkeit als Ordinate in ein Koordinatensystem 
wählen. Der Übersichtlichkeit halber ist es jedoch einfacher, 
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als Ordinate zu wählen. Dieser Ausdruck wird nach dem 
Vorhergehenden reduziert, indem man ihn multipliziert mit: 


M * De m, 6 Pr 


In der Fig. 2 ist das Ergebnis graphisch dargestellt, 
indem ich jedoch ein logarithmisches Koordinatensystem ge- 
wählt habe. log T/T, ist Abszisse, während 


log A = log{ va) 
Ordinate ist. 


Die für K, verwendeten Werte sind die von mir bestimmten, 


während die Temperaturabhängigkeit im allgemeinen von 
Eucken ist. 


Die verwendeten kritischen Konstanten sind aus der 
folgenden Tabelle zu ersehen: 


Px (Atın.) Tr (K°) 
5,25 
150,7 
44,74 
33,18 
154,3 
126,0 
. 133,6 
304,2 
191,3 


Kleine Änderungen in diesen kritischen Konstanten werden 
natürlich eine Parallelverschiebung der Kurven bewirken. 


Was man in der graphischen Darstellung zunächst be- 
merkt, ist, daß die einatomigen Stoffe in einer Gruppe liegen, 
während die zweiatomigen sich in einer anderen Gruppe be- 


1) Die Werte des kritischen Druckes und der kritischen Temperatur 
für Neon und Wasserstoff sind neulich experimentell bestimmt worden 
von H. Kamerlingh Onnes, C. A. Crommelin und P. G. Cath. 
Comm. of Leiden. No. 151, b. c. Man wird speziell bemerken, daß der 
kritische Druck des Wasserstoffs bedeutend niedriger als der bis jetzt 
angenommene Wert ist. 
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finden. Außerdem bemerkt man, daß alle Kurven parallel 
sind, mit Ausnahme der Neonkurve. 


In der Gruppe der einatomigen Stotte zeigt sich, daß 
die Argon- und die Heliumkurven genau in der Verlängerung 
voneinander liegen, so daß man bei einer Extrapolation der 
Argonkurve die Heliumkurve trifft. Wenn man daher die 


A 


Wärmeleitfähigkeit des Argons bei hoher Temperatur bestimmen 
will, so wird man wahrscheinlich das beste Resultat erreichen, 
wenn man dieses Diagramm zu der Interpolation verwendet. 


Für das Neon habe ich die folgende Bestimmung ver- 
wendet, die ich bei einer getrennten Untersuchung der Ände- 
rung der Wärmeleitfähigkeit des Neons mit der Temperatur 
gefunden habe. Das Ergebnis war das folgende: 


Tavs. *beob. 
878,90 0,0001844 
278,09 1087 
198,72 0879 

91,66 0499 
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Neon fällt nicht vollkommen mit Argon und Helium 
zusammen, indem die Kurve eine andere Richtung hat. Dies 
ist sehr bemerkenswert, da keiner der anderen einfachen Stoffe 
in dieser Weise abweichen. Das kann darauf deuten, daß 
‚die molekularen Kräfte beim Neon eine andere Temperatur- 
abhängigkeit als bei den anderen Stoffen besitzen. Neon 
pimmt indessen auch in anderer Hinsicht eine Sonderstellung 
ein. So ist z. B. das Neon nach den Untersuchungen von 
J. J. Thomson als aus zwei isotopen Bestandteilen be- 
stehend aufzufassen, mit den Molekulargewichten 20 und 22. 

Im Diagramm nimmt der Wasserstoff eine Sonderstellung 
ein, indem er bei höheren Temperaturen zu den zweiatomigen 
Stoffen gehört. Die Kurve ist auf diesem Stück parallel zu 
den Kurven für Sauerstoff und Wasserstoff. Bei Tempe- 
raturen in der Nähe der Temperatur der flüssigen Luft nähert 
sich indessen die Kurve zu den einatomigen Stoffen, und der 
niedrigste Punkt (ca. 20° abs.) liegt ungefähr auf der Argon- 
kurve. Die Abweichung ist nicht größer, als daß sie sich 
eventuell durch die Unsicherheit der Bestimmung der Wärme- 
leitfähigkeit erklären ließe. Dieser Verlauf der Kurve stimmt 
mit der Tatsache überein, daß das Wasserstoffmolekül bei 
niedrigen Temperaturen seine innere Energie verliert. Daß 
der niedrigste Punkt nicht ganz auf die Argonkurve fällt, 
kann auch dadurch erklärt werden, daß Wasserstoff und Argon 
vielleicht doch nicht als ähnliche Systeme betrachtet werden 
dürfen, wenn auch das Wasserstoffmolekül starr wird. 


In der Gruppe der zweiatomigen Stoffe fallen Sauerstoff, 
Stickstoff und Kohlenoxyd beinahe zusammen, und die Kurven 
sind parallel zu der Argon- und der Heliumkurve. Wünscht 
man nun die Wärmeleitfähigkeit des Stickstoffs bei höherer 
Temperatur durch Extrapolation zu bestimmen, so kann man 
dies wahrscheinlich am besten erreichen, indem man die Stick- 
stoffkurve parallel zu der Heliumkurve extrapoliert. In diesem 
Falle trifft man ungefähr das oberste Stück der Wasserstoff- 
kurve. Bei niedrigen Temperaturen scheinen die Kurven für 
Sauerstoff und Stickstoff sich der Argonkurve zu nähern. 

Methan und Kohlensäure sind auch in das Diagramm 
eingezeichnet. Es scheint, daß die Kohlensäurekurve eine ab- 
weichende Richtung hat; da die früheren Bestimmungen der 
Wärmeleitfähigkeit der Kohlensäure indessen kaum besonders 
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gut sind, kann dies vielleicht durch Versuchsfehler erklärt 
werden. Methan fällt in dem Diagramm mit den zweiatomigen 
Stoffen zusammen; da aber die kritischen Konstanten des 
Methans sehr schlecht bekannt sind, kann dies auch durch 
Fehler in diesen Größen verursacht sein. 

Bei dem Abschluß dieser Arbeit, die in ,,Het Natuurkundig 
Laboratorium der N. V. Philips Gloeilampenfabrieken“, Eind- 
hoven, Holland ausgeführt wurde, bitte ich Hrn. Direktor Dr. 
Ing. G.L.F. Philips meinen besten Dank annehmen zu wollen, 
Ebenfalls möchte ich Hrn, phil.cand. H. J. Michielsen meinen 
besten Dank aussprechen für die ausgezeichnete Hilfe, die 
er mir bei der Vollendung dieser Arbeit geleistet hat. 


(Eingegangen 10. Dezember 1917.) 
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8. Die kinetische Theorie des osmotischen Druckes 
und der Raoultschen Gesetze. ( Zweite Mitteilung); 
von @. Jäger. 


In seiner Arbeit ‚Über die osmotisch-kinetische Theorie 
der verdünnten Lösungen!) mach K. Jellinek verschiedene 
Einwendungen gegen meine Darstellung des osmotischen Druckes 
und verwandter Erscheinungen, die ich unter obigem Titel 
veröffentlichte.2) Ich hatte eine ausführliche Erwiderung für 
die „Zeitschrift für physikalische Chemie“ gerade fertig, als 
die Mitteilung kam, daß infolge Papiermangels das Erscheinen 
dieser Zeitschrift vorläufig eingestellt werden müsse. Im fol- 
genden möchte ich jene Teile meiner Arbeit bringen, die etwas 
wesentlich Neues enthelten. Die ausführliche Kritik der 
Jellinekschen Arbeit und meine eigenen erweiterten Dar- 
stellungen hoffe ich nach Wiedererscheinen der „Zeitschrift 
für physikalische Chemie“ daselbst zum Abdruck bringen zu 
können. 


1. Der osmotische Druck. 


Gestützt auf die Abhandlung „Über den Einfluß des 
Molekularvolumens auf die mittlereWeglänge der Gasmolekeln‘“®) 
konnte ich in der Abhandlung ‚Die Gasdruckformel mit Be- 
rücksichtigung des Molekularvolumens‘‘*) zeigen, daß sich die 
Zustandsgleichung eines verdichteten Gases, dessen Molekeln 
außer beim Zusammenstoß keine Kräfte aufeinander ausüben, 
darstellen läßt durch 


2 
wenn wir ein Mol des Gases in Betracht ziehen. Haben wir 


N Mole, so erhalten wir i 


1) K. Jellinek, Zeitschr. f. physik. Chem, 92. p. 169—212. 1917. 
2) G. Jäger, Ann. d. Phys. 41. p. 854—865. 1913. 

3) G. Jäger, Wien. Ber. 105. IITa, p. 97—111. 1896. 

c. p. 15—21, 1896. 
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po=NRT(1+y), 


wobei y mit wachsendem v sich der Null nähert, während 
bei abnehmendem v es immer größer und, bevor v den Wert b 
(= Molekularvolumen) erreicht, unendlich groß wird. 

Wir denken uns durch ein verdichtetes Gas eine ideale 
Ebene gelegt. Durch die Flächeneinheit derselben wird in 
der Sekunde die Gesamtbewegungsgröße 


befördert. Diese Bewegungsgröße setzt sich aus zwei streng 
voneinander zu unterscheidenden Teilen zusammen. Der erste 


v 


ist jener, den die Molekeln hindurchtragen, indem sie selbst 
die Ebene passieren; der zweite jener, der infolge bloBer Zu- 
sammenstöße, ohne daß dabei die Molekeln die Ebene passieren 
müssen, hindurchgeht, also infolge jener Erscheinung, die ich 
in meinen Abhandlungen ,,Férderung der Bewegungsgröße“‘ ge- 
nannt habe. 

Wir definieren einen Durchgang einer Molekel durch die 
Ebene so, daß dabei der Mittelpunkt der durchgehenden 
Molekel von einer Seite der Ebene zur anderen gelangt, nicht 
daß die ganze Molekel die Ebene passieren muß. Während 
also für letzteren Fall die Molekel zumindest einen Weg gleich 
ihrem Durchmesser o zurücklegen müßte, genügt für den von 
uns definierten ein unendlich kleiner Weg. So oft aber eine 
Molekel in letzterem Sinne die Ebene passiert, sagen wir, es 
sei die Bewegungsgröße mé, falls m die Masse, & die Geschwindig- 
keit der Molekel senkrecht zur Ebene ist, von ihr hindurch- 
getragen worden. 

Das bloße Passieren von Bewegungsgröße ohne Passieren 
einer Molekel sei durch Fig. 1 erläutert. EE ist unsere ideale 
Ebene. Sie schneidet die Molekel I. Die Molekel II trifft 
von links kommend die Molekel I. Diese übernimmt durch 
den Stoß Bewegungsgröße von I, fliegt gegen III und über- 
trägt Bewegungsgröße auf III. Auf diese Weise wird Be- 
wegungsgröße von II auf III, d.h. durch die Ebene EE 
übergehen, ohne daß in unserem Sinne eine Molekel die 
Ebene EE passiert hat; denn der Mittelpunkt O, der Molekel I 
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hat sich rechts von der Ebene EE nur um eine kleine Strecke 
verschoben. Es braucht wohl nicht eigens darauf hingewiesen 
zu werden, daß schon beim Stoß von II auf I dieser Durch- 
gang der Bewegungsgröße in dem 

von ung beschriebenen Falle erfolgt. E 
Dieser Teil der Bewegungsgröße, 

bezogen auf ein verdichtetes Gas 

und die Flächeneinheit unserer GN 
Ebene EE, besitzt die Größe 


NRT 
v 


Um alle Zweifel zu heben, Fig. 1. 
sei der erste Teil der Bewegungs- 
noch besonders berechnet. Vorerst wollen wir der 
er halber weniger streng vorgehen; doch soll 
dieser vereinfachten Darstellung dann sofort die strenge folgen. 
Wir denken uns wieder durch das Gas eine ideale Ebene 
gelegt. Wir nehmen an, daß sich ein Drittel der Gasmolekeln 
senkrecht zu dieser Ebene, die als 42-Ebene eines recht- 
winkligen Koordinatensystems angesehen werden soll, ein 
Drittel parallel zur y-, cin Drittel parallel zur 2-Achse bewegt. 
Die Ebene werden dann nur Molekeln passieren, die sich senk- 
recht zu ihr bewegen. Die Weglänge der Molekeln sei l. Jede 
Molekel macht also eine hin und her gehende Bewegung von 
der Doppelamplitude 7. Es können somit nur die Mittelpunkte 
jener Molekeln unsere Ebene passieren, die im Mittel nicht 
mehr als um die Strecke 1/2 von der Ebene entfernt sind. 
Ist die Zahl der Molekeln in der Volumeinheit n, so nehmen 
n/3 an der Bewegung parallel zur z-Achse teil. Das Volumen, 
in dem sich jene Molekeln befinden, welche die Flächeneinheit 
unserer Ebene passieren, ist das Volumen eines Zylinders von 
der Basis Eins und der Höhe 1, indem sich die Grundflächen 
dieses Zylinders im Mittel um 1/2 links und rechts von unserer 
idealen Ebene entfernt befinden. Die Anzahl der am Durch- 
gang teilnehmenden Molekeln ist also n 1/3. Die Geschwindig- 
keit der Molekeln sei c, folglich passiert jede c/lmal in der 
Sekunde die Ebene. Dabei trägt sie eine Bewegungsgröße m c 
hindurch. Die von sämtlichen Molekeln durch die Flächen- 
einheit der Ebene in der Sekunde getragene Bewegungsgröße 
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entspricht dem Drucke p. Es ist somit 
nl e nme 
Das ist die Druckformel, welche die kinetische Theorie für 
ein verdünntes Gas liefert. 

In unserer Ableitung spielt die Dichte des Geses boil 
Rolle; denn die Größe I, die für verdichtete Gase durch eine 
sehr konfplizierte, allgemein überhaupt noch unbekannte Formel 
ausgedrückt wird, fällt aus unserer Rechnung heraus. 

Auch ohne die einschränkenden Annahmen unserer Be- 
weisführung mit Zugrundelegung der tatsächlichen Verhält- 
nisse können wir das zuletzt gewonnene Resultat ableiten. 
Wir verallgemeinern die Sache noch dadurch, daß wir ein 
Gemisch von zwei Gasen annehmen. Wir legen parallel zur 
y 2-Ebene zwei Ebenen durch unser Gas, welche um da von- 
einander abstehen. Aus diesen Ebenen schneiden wir die 
Flächeneinheit derart heraus, daß ein Zylinder von der Grund- 
fläche Eins und der Höhe dx entsteht. Derselbe wird dem- 
nach N,dz Molekeln des ersten Gases enthalten. Dessen 
Molekeln besitzen die mittlere Weglänge 1, und die Geschwindig- 
keit c,. Eine jede solehe Molekel wird demnach in der Sekunde 
c,/l, Stöße erfahren. In dem von uns konstruierten Zylinder 
-finden also in der Zeiteinheit 

aa dz 
Zusammenstöße derartiger Molekeln statt. Das können wir 
auch so auffassen, daß in der Zeiteinheit 

dz 
Molekeln von diesem Zylinder ausfliegen. Von n Molekeln 
legen nae-“" dr einen Weg zwischen r und r + dr zurück), 
wobei wir unter a den reziproken Wert der mittleren Weglänge 
zu verstehen haben. Von unseren 


N, & dz 


Molekeln werden demnach 


1) Vgl. z.B. G. Jäger, Die Fortschritte der kinetischen Gastheorie. 


p. 21. Braunschweig 1906. 
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N, Cy % 
eigen Weg zwischen r und r + dr zurücklegen.. Alle Molekeln, 
deren Bewegungsrichtungen mit der negativen z-Achse einen 
Winkel ® einschließen, derart, daß rcos®> x ist, müssen 
die yz-Ebene passieren. Die Zahl der Molekeln, die Rich- 
tungswinkel zwischen 9 und 9 + d@ haben, ist. nun 
N, 
21° 
Die ZW: der Bewegungsgröße, die eine Molekel 
senkrecht zur y z-Ebene hat, ist m,c, cos ®. Die in der Sekunde 
durch die Ebene getragene Iuungsugnpiße ist somit 


dz drsin 9 cos 


Sehen wir von einem bestimmten Winkel @ ab, so ergibt die 


Integration nach @ die gesamte übertragene Bewegungsgröße. 
Diese ist also 


dedrsin ddd 


x 
arc cos — 
r 


r 


N, m, 


* 
0 


arc 
= Mime? _ 089] _ Nimoy? 
278 e dx dr ; hee e dzdr\1 

0 


Wenn wir diesen letzten Ausdruck nach 2 innerhalb der 
Grenzen o und r integrieren, so finden wir die Bewegungs- 
größe, die sämtliche Molekeln übertragen, die aus einer Tiefe 
gwischen 2=o und z=r kommen und die Flächeneinheit 
der y z-Ebene durchsetzen. Dies ergibt 


N, m, N, m, -7 a] 
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Wenn wir nun noch den letzten Ausdruck zwischen o und o 
integrieren, so erhalten wir die gesamte Bewegungsgröße, die 
von den Molekeln des ersten Gases in der Zeiteinheit durch 
die Flächeneinheit der yz-Ebene in der Richtung der nega- 
tiven x-Achse getragen wird. Danach erhalten wir 


r 
re hdr= Ama rhe +4 fe 4 


x 


1 


Ebensoviel an Bewegungsgröße wie von rechts nach links 
wird von links nach rechts durch die Ebene getragen. Die 
Summe beider ist gleich dem Drucke, d. i. 
N, 2 
Wiederum entspricht das jenem Drucke, den die kinetische 
Gastheorie für ein verdünntes Gas finden lehrt. 

Wir haben dabei nur noch zu bemerken, daß wir die 
Rechnung durchgeführt haben, als wäre c, für alle Molekeln 
konstant. Diese Bedingung können wir jedoch fallen lassen. 
Hätten wir etwa in der Volumeinheit », Molekeln von einer 
Geschwindigkeit zwischen c, und c,+de,, so würden sie 
einen Druck 
erzeugen. Analoge Ausdrücke würden wir für die übrigen 
Geschwindigkeiten erhalten, so daß schließlich 


Ama 


wird, wobei jetzt c,? den Mittelwert der eh, der Ge- 
schwindigkeiten der Molekeln bedeutet. 

Wir haben also wie früher durch die vereinfachte, weniger 
strenge Betrachtungsweise das Resultat erhalten, daß jener 
Anteil des Druckes eines komprimierten Gases, der durch das 
Passieren der Molekeln an einer Ebene erzeugt wird, so be- 
rechnet werden kann, gls kämen gar keine Zusammenstöße unter 
den Molekeln vor. Zu diesem Anteil kommt dann noch jener 
hinzu, welcher durch die Förderung der Bewegungsgröße infolge 
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der Zusammenstöße der Molekeln entsteht. Die Summe beider 
Teile bildet den Druck, der auf die Gefäßwand ausgeübt wird. 

Über den Mechanismus, wie das vor sich geht, brauchen 
wir uns keine Vorstellung zu machen; denn die Gefäßwand 
bleibt in Ruhe, durch sie wird keine Bewegungsgröße ge- 
tragen ; infolgedessen muß die an die Gefäßwand in der Sekunde 
abgegebene Bewegungsgröße gleich der oben berechneten sein 
und das entspricht der Größe des Druckes. 

Wir denken uns jetzt das Gefäß durch eine ideale Wand 
geteilt, die für das erste Gas durchlässig, für das zweite un- 
durchlässig ist. Das erste Gas wird daher das ganze Gefäß 
gleichmäßig ausfüllen; das zweite soll sich sehr verdünnt nur 
in einem Teile des Gefäßes befinden. Gleichgewicht wird nur 
vorhanden sein, wenn in beiden Gefäßteilen das erste Gas 
denselben Druck ausübt; denn nur so können in einer ge- 
gebenen Zeit gleichviel Molekeln die Wand nach beiden Rich- 
tungen passieren. Die Anwesenheit des zweiten Gases in 
einem Teil des Gefäßes ändert daran nichts; denn so oft sieh 
eine Molekel dieses Gases unmittelbar an der Trennungswand 
befindet, bildet sie in gleicher Weise ein Hindernis für die 
eintretenden wie für die austretenden Molekeln des ersten 
Gases. Es ist also nicht möglich, daß das erste Gas einen 
einseitigen Überdruck auf die Wand ausübt, wohl erfährt die 
Wand aber durch das zweite Gas einen einseitigen Druck. 
Dessen Größe können wir leicht durch folgende Überlegung 
finden. 

Wir denken uns unsere Zwischenwand als ideale Ebene EE 
(Fig.2), parallel dazu eine zweite Ebene E’ E’. 

Die Entfernung beider entspreche dem Halb- 
messer einer Molekel des zweiten Gases, das 
sich auf der rechten Seite der Ebene EE be- 
finden soll. Jede Molekel des ersten Gases 
soll EE ungehindert passieren können. Die 
Mittelpunkte des zweiten Gases befinden sich 
stets rechts von der Ebene E’E’. Nur dann, 
wenn eine Molekel die Ebene EE trifft, fällt 
deren Mittelpunkt mit der Ebene E’E’ selbst 
zusammen. In diesem Falle, und zwar nur in 
diesem, wird von den Molekeln des zweiten 
Gases Bewegungsgröße an die Ebene EE abgegeben. 
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Dieses Reflektiertwerden des Mittelpunktes einer Molekel 
an der Ebene E’E’ können wir auch dadurch ersetzen, daß 
wir annehmen, die: Molekel würde ihren Weg nach dem Treffen 
von EE in derselben Richtung fortsetzen, aber gleichzeitig 
träte eine andere Molekel, deren Bewegung das genaue Spiegel- 
bild bezüglich der Biene E E’ ist, in den Mae rechts 
von EE ein. 

Wollen wir jetzt den Druck wissen, den die auf die 
Wand EE auftreffenden Molekeln des zweiten Gases be- 
wirken, so handelt es sich nur darum, genau so wie früher 
die Bewegungsgröße zu suchen, welche von den Molekeln 
des zweiten Gases durch die Flächeneinheit der Ebene E’E' 
in der Sekunde getragen wird. Wie aber bereits gezeigt wurde, 
berechnet sich dieser Druck so, als wäre nur das aa 
zweite Gas vorhanden. 


Die Förderung der Bewegungsgröße durch die Molekeln 
des zweiten Gases kommt nämlich nicht in Betracht, da diese, 
wie aus Fig. 2 leicht ersichtlich ist, durch die Wand EE 
nicht gehemmt werden können. Es treffe z. B. die Molekel II 
des zweiten Gases auf die Molekel III des ersten. Das wird 
einen Sprung der Bewegungsgröße durch die Ebene EE be- 
wirken. Eine solche Förderung können aber nur die Molekeln 
des ersten Gases durch die Ebene EE hervorrufen. Da dies 
von beiden Seiten im selbem Maße geschieht, so darf diese 
Förderung für die Berechnung des Gesamtdruckes zwar nicht 
außer acht gelassen werden; ein einseitiger Überdruck kann 
dadurch jedoch nicht entstehen. Erst wenn das zweite Gas 
so verdichtet wird, daß es auch für sich allein das Bo ylesche 
Gesetz nicht mehr befolgt, muß bei der Berechnung des Über- 
druckes auch auf die Ausdehnung der Molekeln Rücksicht 
genommen werden. Diesen Fall ziehen wir aber nicht in Betracht. 

Auf eine verdünnte, tropfbar flüssige Lösung angewendet, 
stellt uns das erste Gas das Lösungsmittel, das zweite die 
gelöste Substanz dar. Der Überdruck, den das zweite Gas 
hervorbringt, ist identisch mit dem osmotischen Drucke. 

Es dürfte durch diese Beweisführung wohl einwandfrei 
dargetan worden sein, daß wir für die Berechnung des osmo- 
tischen Druckes so vorgehen können, als wäre das Lösungs- 
mittel gar nicht vorhanden, während die gelöste Substanz 
allein im gasförmigen Zustande im Gefäß existieren würde. 
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2. Der innere Druck einer verdünnten Lösung. 

Schon in der ersten Mitteilung stellte’ich den Satz auf, 
daß eine verdiinnte Lösung denselben inneren Druck besitzen 
muß wie das reine Lösungsmittel.‘) Dieser Satz ist für die 
Theorie der Lösungen sehr wichtig, so 


daß es angebracht erscheint, einen neuen &.. — 
Beweis desselben mitzuteilen. Wir kon- CG} F : L |6 
struieren uns (Fig. 8) einen Zylinder. vom 
Querschnitt Eins, den in seiner Mitte eine _ Fig. 8. 


halbdurchlässige Wand in zwei Teile teilt. 

Die linke Seite F enthalte eine reine Flüssigkeit, für welche 
die Wand EE durchlässig ist. Die rechte Seite L enthalte 
in dieser Flüssigkeit verdünnt eine Substanz gelöst, für welche 
EE undurchlässig ist. 

_ Der Druck, unter dem die Molekeln stehen und der 
gleicherweise von den Molekeln auf die Wand ausgeübt wird, 
ist gleich der Summe aus dem äußeren und inneren Drucke; 
man nennt ibn passender Weise den thermischen Druck. Er 
ist in den beiden Teilen des Gefäßes verschieden. Die ther- 
mischen Druckkräfte, die auf die Mantelfläche unseres Zylinder- 


‚ gefäßes wirken, halten sich wegen ihrer a ge Symmetrie 


zur Zylinderachse im Gleichgewicht. 


Wie steht es nun mit den Kräften parallel zur Zylinder- 
achse? Sie wirken senkrecht auf die Endflächen G und @ 
und die Zwischenwand EE des Gefäßes. Der thermische 
Druck p, in der reinen Flüssigkeit kann geschrieben werden 


Pwo = Pa + Pi ? 


wenn p, der äußere, p, eo innere Druck ist. Analog sei in 
der Lösung der thermische Druck é : 


Pw Pa + Pi. 


vorhanden. p, sucht den Zylinder nach links zu bewegen, 
Pe’ nach rechts. Auf die Zwischenwand wirkt, wie- wir früher 
bewiesen haben, nur der osmotische Druck p, welcher das 
Gefäß nach links zu treiben sucht. Sämtliche Druckkräfte 
müssen im Gleichgewichte sein: Wäre dies nicht der Fall, 
so käme der Zylinder ı aus rein inneren En in Bewegung, 


1y lec. p. 857. 
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was gegen das Prinzip der Erhaltung des Schwerpunktes ver- 
stoßen würde. Es muß demnach 

Pw + De 
oder 

sein. Nun ist aber 

Po =PatP; 
d. h. der äußere Druck, unter dem die Lösung steht, ist er- 
fahrungsgemäß im Falle des Gleichgewichtes um den osmo- 
tischen Druck größer als der äußere Druck für das reine 
Lösungsmittel. Daraus ergibt sich weiter 

pi ’ 

was zu beweisen war. 

Die Sache wird vielleicht durch folgende Uberlegung 
noch durchsichtiger. Wären keine Kohäsionskräfte vorhanden, 
so müßte der gesamte thermische Druck durch den äußeren 
Druck im Gleichgewichte gehalten werden. Der Druck der 
Lösung, gleichviel, ob äußerer oder thermischer, ist um den 
osmotischen Druck größer als jener des reinen Lösungsmittels. 


Wir führen nun wieder Kohäsionskräfte ein. Der Unterschied - 


der äußeren Drucke soll sich nicht ändern. Die thermischen 
Drucke bleiben unverändert. Die äußeren Drucke müssen 
sich demnach um gleiche Größen verringern, nämlich um den 
in Lösung und reinem Lösungsmittel gleich großen inneren 
Druck. 

Vielleicht ist es angezeigt, noch einen Blick auf den 
mechanischen Vorgang beim Drucke auf eine undurchlässige 
und auf eine halbdurchlässige Wand zu werfen. Infolge der 
Förderung der Bewegungsgröße macht jede Flüssigkeitsmolekel 
unmittelbar an der Gefäßwand eine weitaus größere Zahl von 
Stößen auf diese, als aus dem Boyleschen Gesetze folgen 
würde. Dies trifft für das Lösungsmittel und die gelöste 
Substanz in gleicher Weise zu. Bei der halbdurchlässigen 
Wand gestalten sich aber die Verhältnisse ganz anders, und 
zwar aus dem Grunde, weil sich an der halbdurchlässigen 
Wand die Molekeln des Lösungsmittels und des Gelösten 
nicht in gleicher Weise drängen wie an der undurchlässigen. 
Wir können nicht feststellen, wie groß der Anteil des Lösungs- 
mittels, wie groß jener des Gelösten beim thermischen Drucke 
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auf eine für beide undurchlässige Wand ist. Sicher ist nur, 
daß hier der thermische Druck der gesamten Lösung an der 
Wand G’ (Fig. 3) um den osmotischen Druck größer ist als 
der thermische Druck des Lösungsmittels an der Wand G. 
Von einem inneren Drucke des Lösungsmittels an der halb- 
durchlässigen Wand EE kann man überhaupt nicht sprechen. 
Deshalb ist der Druck, den das Gelöste auf die halbdurch- 
lässige Wand ausübt, nicht identisch mit dem thermischen, 
sondern mit dem osmotischen Drucke. 


3. Die Dampfspannung verdünnter Lösungen. 


Für die Dampfspannungserniedrigung, die eine Flüssig- 
keit bei Zusatz eines sich lösenden Stoffes erfährt, habe ich 
in der ersten Mitteilung!) zwei Entwicklungen gegeben. Bei 
der zweiten Beweisführung unterlief ein Fehler, auf welchen 
K. Jellinek*) hingewiesen hat. Es soll daher im folgenden 
ein neuer und, wie mir scheint, einwurfsfreier Beweis geliefert 
werden. 

Nach Clapeyron und Clausius steht die Verdampfungs- 
wärme r einer Flüssigkeit mit der absoluten Temperatur T, 
dem Drucke des gesättigten Dampfes p, dem spezifischen 
Volumen des Dampfes v und dem spezifischen Volumen der 
Flüssigkeit v’ in der Beziehung 


- (1) r= —v). 


Wir wollen ferner das Boyle-Charlessche Gesetz 
pv=RT 


in der Weise benutzen, daß R sich auf die Masseneinheit der 
Flüssigkeit bezieht. v’ soll so klein sein, daß es gegen v ver- 
nachlässigt werden kann, so daß wir 


; 
a 
P 
setzen kénnen. Danach wird Gleichung (1) 


2 
| 

1 

' 

a = 

1 

5 

1) Le. p. 858. 

2) le. p. 20. 

gh 


dp ‘= — —— 
r soll sich mit der Temperatur so wenig ändern, daß in dieser 
Gleichung bloß p und T als Variable aufzufassen sind. Durch 
Integration erhalten wir somit 


tle, 


wobei IC eine willkürliehe Konstante bedeutet. Die letzte 
Gleichung läßt sich, indem wir für die Logarithmen die Numeri 
einführen, auch schreiben 


p= C. e RT . 
Ist a die Arbeit, die wir aufwenden müssen, um eine 
Molekel aus der Flüssigkeit in den Dampf zu bringen, und 
ist n die Zahl der Molekeln in der Masseneinheit Flüssigkeit, 


so können wir r=na, ferner nach dem Boyle-Charles- 
schen Gesetze y 


setzen. Danach wird 
und 


Um die gewonnene Gleichung für den Dampfdruck p 
auch aus der kinetischen, Theorie herleiten zu können, kon- 
struieren wir uns eine „ideale“ Flüssigkeit. Deren Volumen 
und Verdampfungswärme soll unabhängig von äußerem Drucke 
und Temperatur: sein. Ihr Dampf soll sich wie ein ideales 
Gas verhalten. Dessen Dichte sei gegenüber jener der Flüssig- 
keit sehr klein. Für eine solche Flüssigkeit gilt die eben ge- 
lieferte Ableitung des Dampfdruckes p vollkommen streng. 

Es besteht thermisches Gleichgewicht, wenn in der Zeit- 
einheit ebensoviel Molekeln aus dem Dampfe in die Flüssig- 
keit übergehen, wie umgekehrt aus der Flüssigkeit in den 
Dampf. Ist £ die Geschwindigkeitskomponente der Molekeln 
senkrecht zur Flüssigkeitsoberfläche, so ist N§/2 die Zahl 
der Molekeln, die in der Zeiteinheit durch die Oberflächen- 
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einheit in die Flüssigkeit übertreten, wenn N die Zahl der 
Molekeln in der Volumeinheit des Dampfes ist, von denen 
wegen der gleichmäßigen Verteilung der Geschwindigkeiten 
nach allen Richtungen des Raumes die eine Hälfte gegen 
die Flüssigkeitsoberfläche, die andere davon wegfliegt. Unter 
£ verstehen wir somit den Mittelwert der gegen die Flüssig- 
keitsoberfläche gerichteten Komponenten &£ 

Um die Zahl der Molekeln zu finden, die in der Zeit- 
einheit durch die Einheit der Oberfläche unserer Flüssigkeit 
in den Dampf übergehen, wollen ‚wir. wieder vom thermischen 
Drucke der Flüssigkeit ausgehen. Wir fanden dafür _ 


Wir können diese Gleichung auch auf folgende Weise erhalten. 
Würden die Molekeln der Flüssigkeit einfach das Boylesche 
Gesetz befolgen, so könnten wir schließen: Die Zahl der 
Molekeln in der Volumeinheit, die eine Geschwindigkeits- 
komponente zwischen £ und £ + dé senkrecht zu einer idealen 
Ebene haben, ist nach dem Maxwellschen Verteilungsgesetze 
der Geschwindigkeiten 


N) 
N, ist die Zahl der Molekeln in der Volumeinheit, a die wahr- 
scheinlichste Geschwindigkeit der Molekeln. Es passieren somit 
die Flächeneinheit unserer Ebene iri der Sekunde 


Molekeln. Jede derselben trägt durch die Ebene die Be- 
wegungsgröße mé, alle zusammen daher 
N, m 2. 
dg. 
Dazu kommt noch aber die früher erwähnte PEN der 


Bewegungsgröße‘‘, so daß die gesamte En welche 
die Ebene passiert, durch 


? 


1) Vgl. z.B. G. Jäger, Fortschr. usw. p. 14—16. 
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gegeben ist. 

Kehren wir wieder von der Bewegungsgröße zur Zahl 
der in der Zeiteinheit die Flächeneinheit passierenden Molekeln 
zurück, so haben wir den letzten Ausdruck nur durch m£ zu 
dividieren und erhälten 


Jede Molekel muß, um aus der Flüssigkeit in den Dampf 
übertreten zu können, die Arbeit a leisten. Das kann sie aber 
nur infolge ihrer kinetischen Energie; d. h. alle Molekeln, 
deren kinetische Energie 
mi 
ist, werden übertreten, die anderen werden in die Flüssigkeit 
gartickkehren. Die Grenze wird also jenes & bilden, für das 
ist. Dies ergibt 


Um daher die Gesamtzahl der übertretenden Molekeln zu 
finden, haben wir unseren letzten Ausdruck zwischen den 


Grenzen Y2a/m und oo zu integrieren, also zu bilden 
ge 
aVa J_ 


Die Integration läßt sich leicht durchführen. Es ist ja 
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eingeführt haben. Setzen wir den gewonnenen Wert in die 
Gleichung für Z ein, so erhalten wir 


2 
2Yr 2” 


indem diese Größe auch ae der Zahl der aus dem Dampfe 
in die Flüssigkeit übertretenden Molekeln NE/2 sein muß. 
Es ist nun weiter?!) 


20% 
= 37 und E= ’ 


so daß wir unsere Gleichung umformen TE in 


oder 


N=N(+we ™¢. 
Multiplizieren wir diese Gleichung Sidi mit me®/8, 
läßt sie sich auch schreiben 
Ina 
Nm 4 ye 
was schlieBlich durch aha des Dampfdruckes p und 
des thermischen Druckes der Flüssigkeit P ergibt 


(2) 
also genau dieselbe Gleichung, die wir auf thermodynamischem 
Wege gefunden haben. 

Wir können unsere Ableitung Satz für Satz auf eine 
verdünnte Lösung anwenden und erhalten 


8) p= Pe 


Hier ist fir P’ der thermische Druck zu setzen, den das 
Lösungsmittel für sich allein ausübt. Für r’ ist die Verdampfungs- 
wärme des reinen Lösungsmittels aus der Lösung zu nehmen. 


1) lie. p. 75. 
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Ich war der unrichtigen Ansicht, daß r’ von r verschieden 
ist. K. Jellinek!) hat darauf aufmerksam. gemacht und 
bewiesen, daß r=r’ sein muß. Es kann somit nach den 
Gleichungen (2) und (8) p’ von p nur dann verschieden sein, 
wenn P von P’ verschieden ist, und es muß dann 


p 
Wir haben nun erstens bewiesen, daß der thermische 
Druck einer verdünnten Lösung gleich jenem des reinen 
Lösungsmittels ist. Zweitens hat am thermischen Drucke 
eine Molekel des Gelösten im Mittel denselben Anteil wie 
eine Molekel des Lösungsmittels. Das geht ohne weiteres aus 
unseren früheren Betrachtungen hervor. Wir fanden, daß sich 
der thermische Druck zusammensetzt aus einem Teil, der 
nach der kinetischen Formel des Boyle-Charlesschen Ge- 
setzes berechnet wird, und jenem Teil, der aus der Förderung 
der Bewegungsgröße entspringt. Der erste Teil ist nur von 
der Zahl der Molekeln, nicht aber von der Natur des Stoffes 
‘ abhängig. Er ist deshalb im reinen Lösungsmittel und in 
der Lösung derselbe. Dann muß aber auch der zweite Teil 
in beiden Flüssigkeiten derselbe sein, und da der Anteil, den 
die Molekeln des Lösungsmittels nehmen, in derselben Weise 
entsteht wie im reinen Lösungsmittel, also jede Molekel den- 
selben Betrag liefert, sei es in der Lösung oder im reinen 
Lösungsmittel, so muß wiederum auch jede Molekel des Ge- 
lösten ebensoviel liefern wie eine des Lösungsmittels; denn 
nur so können sie sich zu dem Resultat gleicher thermischer 
Drucke in der Lösung und im Lösungsmittel ergänzen. 

Haben wir daher n Mole in N Molen, gelöst, so erhalten 
wir die Gleichung 
| 
oder nach Gleichung (4) 
N+n 
N ’ 


woraus wir leicht finden 


_(N+n)-N 
N 


za 


1) 1.c. p. 204. 
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Wir haben also auch auf diesem Wege das Raoultsche Gesetz 
erhalten, 

. Es mag nachträglich, indem wir das. Gesetz 
als durch. die Erfahrung ‚gegeben betrachten, auf thermo- 
dynamischem Wege gezeigt-werden, wie dieses mit-der Gleieh- 
heit der Verdampfungswärmen r und r’ steht und fällt. Wir 
gehen von der Clapeyron-Clausiusschen Gleichung aus. 
Wie wir bereits früher erwähnt haben, besagt diese, daß 


raf (u — u,) 
ist. Analog haben wir fir die Lésung 


Aus dem Raoultschen Gesetze der Dampfspannungs- 
erniedrigung 


finden wir 
N 
2» P- 
Dilkuebsiereni wir diese nach T, so bekommen wir 
ö N op 
“N¥n or 
Ferner nehmen wir ‘i bl Dampf das Boyle-Charlessche 
Gesetz als gültig an. Dann können wir 


RT RT N+n N+n 
setzen. Danach wird 


u—u)—r 


Damit ist der Beweis erbracht, daß die Verdampfungswärme 
des reinen Lösungsmittels gleich jener der Lösung ist. 

Das Gesetz der Siedepunktserhöhung können wir fol- 
gendermaßen ableiten. Wir suchen für die Gleichung (8) jene 
Temperaturerhöhung AT, die den Dampfdruck der Lösung p’ 
gleich dem Dampfdrucke p des reinen Lösungsmittels bei 
der Temperatur T macht. Aus den von uns gemachten An- 
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nahmen für eine ideale Flüssigkeit ist P von der Temperatur 
unabhängig. Stellen wir daher die Gleichungen 


r r 
p=Pe und p=p=Pe 
auf, so haben wir unter P und P’ Konstanten zu verstehen, 
Somit ist wieder 
P=P (1+ 5); 
woraus wir die Gleichung 


r r 
(1 + e RP 


erhalten. Fir 


n 

schreiben wir e?”, 

dann ist 
r 
e R(T+4AT) 

oder 
N RT 


das ergibt weiter 
die für die Siedepunktserhöhung bekannte Formel. 


(Eingegangen 8. Januar 1918.) 


Druck von Metzger & Wittig in Leipzig. 
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Induktorium Patent Klingelfuss mit eingebauter Meßspule und 
eingeschaltetem Sklerometer und Milliampéremeter. Beide Instru- 
mente sind spannungslos gegen Erde und können in beliebiger Ent- 
fernung vom Induktorium und der Röntgenröhre aufgestellt werden. 


FR. KLINGELFUSS & CO., BASEL 


Max Kohl A.G. 
Chemnitz 


Physikalische Apparate 


Technische Modelle 
Horsaal- und 
Laboratorien-Möbel 


Funken-Induktoren 


Projektions - Apparate 


Nr. 61392. Vorlesungs -Drehspul- 
Spiegel-Galvanometer M. 165.— 
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Ernst Leitz, Wetzlar 
Optische Werke 


Zweiggeschäft: 
Berlin NW, Luisenstraße 45 


Mikroskope 


für alle Arten von 

Untersuchungen für 

mon- und binokularen 
Gebrauch 


Projektions- 
-  apparate 


n für physikalische Ver- 


Boyenlampe suche, für Stark- und 


Schwachstrom, mit rechtwinkliger Kohlenstellung. 


Ulirakondensoren 
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Deutichlands jührliche 
Kuliförderun 


Auf folchen Wirtfchaftsträjten beruht die Gicherheit 


Vv 


4 
G 
; Willionen Tonnen = 
"dir Scfamtfordrrung aller übrigen Sander nur: ‘lg 
betragen: 
Guglands: 4 
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Curt Verlag in Würzburg. 


Die 


cine Hervorragend nationale Wijjenidaft. 
Von Profeffor Dr. Gujftaf Koffiuna. y 
Zweite, ftark vermehrte Auflage. 
VII, u. 258 ©. mit 456 Abbild. im Text und auf 50 Tafeln. 1914, 
M. 6.—, gebunden M. 8.—. 
Bildet Band 9 der Manuns- Bibliothek. (Profpette der ganzen Bibliothek foftenfrei.) 
An der Hand eines reichen Bildermaterial3 wird wns vom Verfaffer, | 
| 


dem einzigen Vertreter der VBorgeichichte an den deutjchen Hochichulen 
nachgewiejen, dal die fandläufige Schilderung der alien Germanen als 
„Barbaren“, wie fie leider auf unjeren Edulen noc) geübt wird, eine 
grobe Entjtellung und eine im nationalen Sinne bejchämende Tatiache 
ijt. Wir ftaunen, was unfere Borfahren alles geleitet haben, wenn wir 
Koffinnas Berwweije durch die zahlreichen Abbildungen jehen; intevefjant 
find bejonders aud) die bildlihen Darjtellungen alter Germanen in 
Sfulpturen der damaligen Beit, die uns nad) Originalen oder ans felten 
zugänglichen Werfen hier geboten werden und uns die edle Art wnjerer 
Urväter oft im Gegenjag zu anderen Vilferftimmen, vor Augen führen. 
Mebenher bietet uns das Bud) eine leicht verjtändliche Einführung in die 
junge der Borgeihichte überhaupt, es ijt mit Begeijterung für 
unfer deutiches BVolfStum geichrieben und verdient von allen gelejen zu 
werden, die eS angeht, vor allem von unjecen Mittelichullehrern und den 
national gefinnten Kreifen. Aber auch der ftrenge Fadmann dürfte 
dabei auf jeine Rehnung fommen, ebenjo Befiger der 1. Auflage 
des Buches, denn der Berfaifer hat im der neuen Auflage die ältejten 
Berioden, insbejondere die Bronzezeit nod) entichiedener zum Kernpuntt 
deS Buches gemadt. Pit doch die ältefte Bronzezeit gerade jener Beit- 
abjchnitt, worin die eigentliche geumanische Kultur in Norvddeutichland zum 
erftenmal ihren ganz bejonderen Sharafter gewinnt und zugleich dem ge- 
jamten Europa gegenüber ihre Liberlegenheit in windervoller Klarheit 
erweilt. Das Bilder» Material wurde verdoppelt, troßdem der Preis 
aber ermäßigt. 

„Alldentiche Blätter”. ... Denn ich fenne anjer Einharts „Deut 
{her Geschichte fein Bud, das völkiihes Bewuhtjein und ger- 
manijhes Hodhgefühl in gleiher Weije wedt und belebt, wie 
Kofiinnas „Deutiche Borgeihichte“. Der Geift, der dicjes Bud) 
durchmeht, ift derjelbe, der einen Körner, einen Kahn und einen Fichte 
erfüllte, und derielbe, der Heute unjere Qungen auf die flandrifchen und 
polnischen Scladtfelder treibt 

„Die Bolt". ... Nur wer hier gejehen hat, wie tief und großartig 
die Dajeinsauffafiung des Germanen gqewejen, der weiß, dah wir heute 
nod) ein Bedeutendes jener erniten Ethik bejiten. 

3 kann daher nur empfohlen werden, die Darlegungen Roifinnas, wie 
er jie in diejem vorliegenden Werte bringt, wirklich eunithaft fil) angueiqnen 
und aus ihnen heraus gejtaltende Kräfte für die Kebtzeit gewinnen, 


Hierzu fommen die jest eingeführten Tenerungsznichläge. 
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Arthur Pfeiffer, Wetzlar O 
Werkstätten für Präzisionsmechanik und Optik, gegr. 1890. 


Spezialfabrik von Luftpumpen zu Demonstrationen 
und für wissenschaftliche Zwecke. 


Rotierende Quecksilber-Hochvakuum-Pumpen 


System Pfeiffer, D.R.P. System Gaede, D.R.P. 
angemeldet | 


Hochvakuum- 
Apparate 
zur 
Demonstration 
und zu 
wissenschaftlichen 
Untersuchungen, 


Neu- 
‚ konstruktionen 2 
nach Angabe. \ 


Vakuummeter n. Reiff, mit direkter Ablesung, D.R.P. angemeldet. 


Geryk-Öl-Luftpumpen, D.R.P. Rotierende Öl-Luftpumpen, D.R.P. 
Quecksilberluftpumpen 


aller Systeme, 


Alle Arten von 
Luftpumpen; 
Trockene rotierende 
Luftpumpen, 


Trockene Schieber- 
luftpumpen, 


er 


1000"/. 


Eigene Spezial-Fabrikatlon von Funkeninduktoren von 4- 
Funkenlänge 


Eingetragene Induktoren 


mit Demon- 
(Mu PFEIFFER WeTZLAR strations- 
 schaltung. 


Fabrik-Marke Alle 
Nebenapparate. 


| Listen auf Veriangent | 
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E. Leybold’s Nachfolger 


N 
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Ein neues Prinzip für Luftpumpen! 


Neu! 


D. R. P. 


(vergl. Annalen der Physik 46. 1915, S$. 337— 392) 
Luftleere 0,00001 mm Hg und höher. 


Die Sauggeschwindigkeit der Diffusionspumpe ist etwa 
so groß wie bei Gaede’s rotierender Quecksilberpumpe, 
vor welcher sie aber den Vorzug besitzt, alle Dämpfe 
wie Wasser- und Fettdämpfe, ausgenommen allein Queck- 
silberdämpfe, abzusaugen. Wegen des Fortfalls jeder 
mechanischen Bewegung nach Abstellen der Vorvakuum- 
pumpe ist die Diffusionspumpe für alle diejenigen 
Apparaturen und wissenschaftlichen Versuchsanord- 
nungen unentbehrlich, bei welchen eine Luftpumpe 
dauernd ohne Bewachung die höchsten Vakua aufrecht 
erhalten muß. Das erforderliche Vorvakuum von 0,1 mm 
wird am besten mit der 


Gaede’schen Kapselpumpe 


erreicht. 


Alleinige Inseratenannahme durch: Gelsdorf & Co., Eberswalde. 


Metzger & Wittig, Leipzig. 


= 
| 
| 


